Вневписанные окружности

Рассмотрим основные соотношения, связанные с вписанной, описанной и вневписанными окружностями.

Пусть дан треугольник ABC, длины сторон которого AB = c, BC = a, AC = b, p = [image: image2.png]a+b+c



.  Пусть вписанная окружность с центром O и радиусом r касается сторон AB, BC и AC в точках C1, A1 и B1 соответственно, R — радиус окружности, описанной около треугольника ABC (рис. 1). 
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1. Докажите: AC1 = AB1 = p – a;
BA1 = BC1 = p – b; CA1 = CB1 = p – c.  

Доказательство. AC1 = AB1 по свойству касательных, проведённых из одной точки к окружности.  

Пусть AC1 = AB1 = x, тогда BC1 = BA1 = c – x, CB1 = СA1 =
= b – x. Так как BA1 + СA1 = BC, то верно равенство: 

c – x + b – x = a,

откуда следует, что x = [image: image4.png]b+c-a



 = p – a, что и требовалось доказать.
Аналогично получим: BA1 = BC1 = p – b; CA1 = CB1 = p – c. 

2. Докажите, что в прямоугольном треугольнике ABC 
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= 90°) верно равенство r = p – c.

[image: image9.emf]Доказательство. OA1 ⊥ CB, CB1 ⊥ CB, следовательно, OA1 ∥ CB1, аналогично 
OB1 ∥ CA1. Следовательно, четырёхугольник OA1CB1 — параллелограмм с равными сторонами и прямым углом: OB1 = OA1 = r и [image: image8.png]£C



 — прямой. Значит, OA1CB1 — квадрат. Так как A1C = r и A1C = p – c, то r = p – c, что и требовалось доказать.

Окружность называют вневписанной окружностью данного треугольника, если она касается одной стороны треугольника и продолжений двух других его сторон.

Пусть дана вневписанная окружность с центром O1 и радиусом R1, касающаяся стороны BC в точке K и продолжений сторон AB и AC в точках C2 и B2 соответственно (рис. 1). 
3. Докажите: 

а) AC2 = AB2 = p; б) B1B2 = C1C2 = a; в) CK = CB2 = p – b.

Доказательство. а) AC2 = AB2, BC2 = KB, CB2 = KC по свойству касательных, проведённых из одной точки к окружности. 

2p = AB + BC + AC = AB + BK + KC + AC = AB + BC2 + CB2 + + AC = AC2 + AB2. Так как AC2 = AB2, то AC2 = AB2 = p, что и требовалось доказать.

б) Так как AB2 = p, AB1 = p – a, то B1B2 = AB2 – AB1 = 
= p – (p – a) = a. Аналогично доказывается, что C1C2 = a, т. е. B1B2 = C1C2 = a, что и требовалось доказать. 

в) Так как B1B2 = a, B1C = p – c, то CK = CB2 = a – (p – c) = 
= p – b, что и требовалось доказать. 
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