
Вспомогательная окружность на ЕГЭ
Рассмотрим задачу 16 (вариант 34) из сборника [1]. Её номер в ЕГЭ-2022 остался прежним. В задании б) здесь можно применить нечасто используемую вспомогательную окружность, поработать с которой можно по презентации [2]. Итак, задача.
1. Окружность с центром O, вписанная в прямоугольный треугольник ABC, касается гипотенузы AB в точке M, а катета AC — в точке N, AC < BC. Прямые MN и CO пересекаются в точке K.

а) Докажите, что угол CKN в два раза меньше угла ABC.
[image: image1.png]5v2



б) Найдите BK, если BC = [image: image2.png]5v2



.  
а) Обозначим величины половин углов A и B — [image: image4.png]auf



 соответственно, а величину угла CKN — [image: image6.png]


. Так как 2[image: image8.png]a+ 2B =90°



, то верно равенство

[image: image10.png]a+ B =45°



. 





(1)


По свойству касательных, проведённых из одной точки к окружности, 
AM = AN, BM = BL, CL  = CN. В равнобедренном треугольнике AMN биссектриса угла A перпендикулярна основанию MN. Тогда угол ONM = [image: image12.png]


.  
В квадрате OLCN угол CON равен [image: image14.png]45°



, а так как он внешний для треугольника OKN, то верно равенство 

[image: image16.png]a+y = 45°



.





(2)
Из равенств (1) и (2) следует, что [image: image18.png]



[image: image20.png]


, то есть угол CKN в два раза меньше угла ABC, что и требовалось доказать.



С заданием б) труднее. Можно долго ходить по кругу, возвращаясь к исходному, перебирая возможные равенства с величинами углов, используя теорему о сумме углов треугольника, её следствие про величину внешнего угла треугольника, но это не даёт результата. Наш аккуратный рисунок показывает, что угол CKB, возможно, прямой. Дальше всё просто… Попробуем это доказать.

[image: image29.png]


б) Точка M лежит на окружности с диаметром OB, так как угол BMO прямой. Дуга OM равна [image: image22.png]2B



, так как угол OBM вписанный.

Угол OKM опирается на эту дугу и измеряется его половиной, следовательно, он тоже вписанный (это доказывается от противного). Таким образом, точка K лежит на окружности с диаметром OB, угол OKB прямой.

Тогда треугольник BKC прямоугольный с углом [image: image24.png]45°



, значит, он равнобедренный и его катет равен [image: image26.png]


.

Ответ. 5. 
Для закрепления можно решить ещё одну задачу из соседнего варианта, в ней изменена только длина катета BC.

2. Окружность с центром O, вписанная в прямоугольный треугольник ABC, касается гипотенузы AB в точке M, а катета AC — в точке N, AC < BC. Прямые MN и CO пересекаются в точке K.

а) Докажите, что угол CKN в два раза меньше угла ABC.
б) Найдите BK, если BC = [image: image28.png]6v2



.
Ответ. 6. 
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