О пользе выделения полного квадрата

Кто не знает о пользе несложного преобразования — выделения квадрата двучлена или полного квадрата некоторого выражения? Рассмотрим два примера.

1. Найдите область изменения функции [image: image2.png]f(x) = x?-6x + 10



.

Запишем функцию [image: image4.png]f(x)



, выделив квадрат двучлена:

 [image: image6.png]f(x)=x?-6x+10=x%>—-2-x-3+3%+1=



 [image: image8.png](x=3)2+1.



 
Если x = 3, то [image: image10.png]fx)=f3)=1



. Если x ≠ 3, то [image: image12.png]f(x)>1



.

Учитывая, что функция [image: image14.png]f(x)



 не ограничена сверху, имеем: [image: image16.png]E(f) =[1; +»)



. 

Ответ. [image: image18.png][1; +o0)



.
2. Решите уравнение 
[image: image20.png]Xx+2Vx—1=x



.






(1)
Перепишем уравнение в виде

[image: image22.png]x—14+2Vx—14+1=x



,
[image: image24.png]/(m+ 1)" =«



,
[image: image26.png]|\/x—1+1|=x



.

Так как при x [image: image28.png]


 верно неравенство [image: image30.png]Vx—1+1



 [image: image32.png]


, то уравнение имеет вид:

[image: image34.png]Vx—1+1=x



,
[image: image36.png]Vx—1=x—-1



,






(2)
[image: image37.png]Vx—1= (\/x — 1)2,




[image: image39.png](Vx=1)(Vx=1-1)=0



.





(3)
Уравнение (3) имеет два корня 1 и 2, принадлежащие множеству [image: image41.png][1;4+x)



. Они и являются корнями уравнения (1).
Ответ. 1; 2.
Можно было уравнение (2), обе части которого неотрицательны при x [image: image43.png]


, возвести в квадрат. Может быть, другим способом можно решить уравнение проще? Давайте попробуем.

II способ. На множестве [image: image45.png][1;4+x)



 уравнение (1) равносильно уравнению 

 [image: image47.png]x+2Vx—1=x2



,

для решения которого требуется ещё одно возведение в квадрат:

[image: image49.png]2Vx—1=x(x—1)



,

[image: image51.png]4(x—1) = x%(x — 1)?



.
Дальше понятно, что надо делать, но, кажется, этот способ не проще первого.

III способ. Обозначив [image: image53.png]x—1



, [image: image55.png]


 [image: image57.png]x=t>+1



, перепишем уравнение (1) в виде

[image: image58.png]Jt2+1+2t=t2+ 1.




Под квадратным корнем полный квадрат:

[image: image59.png]t
JE+1DZ2=t%2+1




[image: image60.png][t+1]=t>+1.




Так как [image: image62.png]


, то раскрываем модуль со знаком «плюс»:

[image: image63.png]t+1=1t>+1,




[image: image64.png]



Последнее уравнение имеет два корня [image: image66.png]


 = 0 и [image: image68.png]


 = 1, оба они удовлетворяют неравенству [image: image70.png]


. Дальше находим [image: image72.png]X1



 = 1 и [image: image74.png]X2



 = 2 — это корни уравнения (1).
Итак, применение выделения полного квадрата иногда упрощает решение уравнения.

Рассмотрим уравнение, решение которого приведено здесь: ЕГЭ… Яндекс Дзен
3. Решите уравнение [image: image76.png]Je+avx—2+Jx—4vx—4 =4



.
Блогер сначала находит область допустимых значений для x, для чего решает систему из трёх нестрогих неравенств, получает x [image: image78.png]


 Хотя можно было выделить полные квадраты: [image: image80.png]X+ T —d=x—4+4Vx—d+4=(Vr—d+2)" > 0x—4/x—4=




[image: image82.png]= (Vx=2-2)" >0



 — и не надо решать никакой системы.

Потом он возводит исходное уравнение в квадрат, упрощает полученное уравнение, ещё раз возводит в квадрат… 
Но данное уравнение проще решить, применяя выделение полного квадрата.

[image: image84.png]Jrx—4+4Vx—d+4+Jx—4—4Vx—4+4=14



,

[image: image86.png]Jom=a+2y+ Jwr=a-2y =4



 

[image: image87.png][Ve—4+2|+ |Vx—4-2| =4




Так как при x [image: image89.png]


верно неравенство [image: image91.png]Vx—4+2>0



, то уравнение имеет вид

[image: image92.png]Vi—4+2+Vx—4-2| =4




[image: image93.png][Vx—4-2|=-(Vx—4-2)




Последнее равенство выполняется лишь при условии, что 

[image: image94.png]x—4-2<0,




[image: image95.png]Vx — 4 < 2,




[image: image96.png]0<x—-4<4,




[image: image97.png]



 Ответ. [4; 8].

Подводим итог: надо не только знать формулы сокращённого умножения, но и уметь выделять полный квадрат выражения. Это иногда упрощает решение задач.
