Неравенства с логарифмами и модулями

Рассмотрим различные способы решения похожих с виду неравенств, содержащих логарифмы и модули.

Решите неравенство (1–3):

1. [image: image2.png]log,1x + 1| + log, 4 11| < 2.




2. [image: image4.png]log|,1x — 6] + log, _ ¢ |x| < 2.




3. [image: image6.png]log|,1x — 6] +log, _ ¢ lx| = 2,5.




Перепишем неравенство 1 в виде:

[image: image8.png]loglx + 1] +— <
log|ylx + 1|









(1)
Все решения неравенства (1) принадлежат множеству M всех x, кроме 
x = –2, –​1, 0, 1. Перепишем неравенство (1) в виде:
[image: image10.png]t+

e

<2








[image: image12.png](t-1n*











(1.1)

где t = [image: image14.png]log |, 1x + 1]



.
Неравенство (1.1) имеет решения t = 1 или все t < 0.

Осталось решить уравнение 1), неравенство 2) и объединить найденные решения.

1)[image: image16.png]log,lx + 1| =1,




[image: image17.png]x| =[x + 1],




[image: image18.png]



2)[image: image20.png]log,lx + 1| <0,




[image: image22.png]log|,1x + 1| < logy 1.









(1.2)
а) Если [image: image24.png]0<|x| <1



, то неравенство (1.2) равносильно системе 

[image: image26.png]{0<|x|<1
lx +1] > 1,






все решения которой составляют интервал (0; 1).

б) Если [image: image28.png]|x] >1



, то неравенство (1.2) равносильно системе 
[image: image29.png]{|x|>1
lx +1] <1,




все решения которой составляют интервал (–2; –1).

Все решения, найденные в пунктах 1) и 2), принадлежат множеству M. Объединив их, получим все решения неравенства (1): (–2; –1); –0,5; (0; 1).

Ответ. (–2; –1); –0,5; (0; 1). 

Замечание. Чтобы не рассматривать два случая, можно перейти к логарифмам по основанию 10. Перепишем неравенство 2) в виде

[image: image31.png]Ig |x + 1|
1g |x|









(1.3)

Теперь можно определить знак дроби в левой части неравенства (1.5) на каждом интервале множества M. А можно пойти дальше — заменить логарифмы в неравенстве (1.3) линейными функциями. 
Воспользуемся тем, что знаки функций y = [image: image33.png]Igt



 и y = [image: image35.png]


 совпадают на общей части их областей определения. Такой приём обычно используют, когда одна часть неравенства произведение или частное логарифмов, а другая — нуль. Неравенство (1.3) равносильно неравенству

[image: image1.png]log,1x + 1| + log, 4 11| < 2.



 [image: image37.png][x +1]-1
lx|—-1




которое решим методом интервалов (рис. 1).

Итак, множество всех решений неравенства 2) состоит из двух интервалов: (–2; –1) и (0; 1).
Перепишем неравенство 2 в виде:

[image: image39.png]1
lo x—6|l+ —< 2.
glxll l log|y|lx — 6|







(2)
Все решения неравенства (2) принадлежат множеству M всех x, кроме 
x = –1, 0, 1, 5, 6, 7. Перепишем неравенство (2) в виде:

[image: image41.png]t+

e

<2








[image: image43.png](t-1n*











(2.1)

где t = [image: image45.png]log,1x — 6|



.

Неравенство (2.1) имеет решения t = 1 или все t < 0.

Осталось решить уравнение 1), неравенство 2) и объединить найденные решения.

1)[image: image47.png]log,lx — 6] =1,




[image: image48.png]|x] = |x — 6],




[image: image49.png]



2)[image: image51.png]log,lx — 6] <0,




[image: image53.png]log|,||x — 6] < log, 1.









(2.2)

а) Если [image: image55.png]0<|x| <1



, то неравенство (2.2) равносильно системе 
[image: image56.png]{0<|x|<1
lx —6] >1,




все решения которой составляют два интервала: (–1; 0) и (0; 1). 
б) Если [image: image58.png]|x] >1



, то неравенство (2.2) равносильно системе 

[image: image60.png]{|x|>1
0<|x—6|<1,






все решения которой составляют два интервала: (5; 6) и (6; 7).

Все решения, найденные в пунктах 1) и 2), принадлежат множеству M. Объединив их, получим все решения неравенства (2): (–1; 0); (0; 1); 3; (5; 6); (6; 7).

Ответ. (–1; 0); (0; 1); 3; (5; 6); (6; 7).

Перепишем неравенство 3 в виде:

[image: image62.png]L >2p5

lo xX—6|+—— =2,
glxll l log|y|lx — 6|






(3)
Все решения неравенства (3) принадлежат множеству M всех x, кроме 
x = –1, 0, 1, 5, 6, 7. Перепишем неравенство (3) в виде:

[image: image64.png]t+

e

> 2,5,








[image: image66.png](t-05)(t-2)










(3.1)

где t = [image: image68.png]log,1x — 6|



.

Неравенство (3.1) имеет решения 0 < t [image: image70.png]


 0,5 или t [image: image72.png]


 2.

Осталось решить неравенства 1) и 2) и объединить все найденные решения.

1)[image: image74.png]0 < logylx — 6] < 0,5,




[image: image76.png]log,; 1 <loglx — 6] < log|x|,/ |x].









(3.2)
а) Если [image: image78.png]0<|x| <1



, то неравенство (3.2) равносильно системе 

[image: image80.png]{O<|x|<1

JIxl<lx—6] <1,







которая не имеет решений, так как если [image: image82.png]0<|x| <1



, то не выполняется неравенство [image: image84.png]lx—6] <1



. 

б) Если [image: image86.png]|x] >1



, то неравенство (3.2) равносильно системе 

[image: image88.png]{|x|>1
1< |x—6|<lxl.








(3.3)

[image: image113.png]-2

-1 0
Puc. 1



Все решения системы (3.3) найдём графическим способом.
Числа 4 и 9 являются абсциссами точек пересечения графиков функций 
y = [image: image90.png]


 и y = [image: image92.png]


 (рис. 2). Решения системы (3.4) составляют два промежутка [4; 5) и (7; 9].
2)[image: image94.png]log,lx — 6] = 2,




[image: image96.png]log),lx — 6] = log), x2.









(3.4)

а) Если [image: image98.png]0<|x| <1



, то для неравенство (3.4) равносильно системе 

[image: image100.png]{0<|x|<1
0<|x—6|<x?







которая не имеет решений, так как если [image: image102.png]0<|x| <1



, то не выполняется неравенство [image: image104.png]|x — 6] < x?



. 

б) Если [image: image106.png]|x] >1



, то неравенство (3.4) равносильно системе 

[image: image108.png]{|x|>1
|x — 6] = x2.









(3.5)

[image: image114.png]Y

Puc. 2



Все решения системы (3.5) найдём графическим способом. 
Числа –3 и 2 являются абсциссами точек пересечения графиков функций 
y = [image: image110.png]


 и y = [image: image112.png]


 (рис. 3). Решения системы (3.5) составляют два промежутка [–3; –1) и (1; 2].

Все решения, найденные в пунктах 1) и 2), принадлежат множеству M. Объединив их, получим все решения неравенства (3): [–3; –1); (1; 2]; 3; [4; 5); (7; 9].
Ответ. [–3; –1); (1; 2]; 3; [4; 5); (7; 9].
2

