Сложные тригонометрические уравнения
Рассмотрим решения двух нестандартных тригонометрических уравнений из книги И.Н. Сергеева и В.С. Панфёрова «ЕГЭ 2020. Банк заданий. Математика. 1000 задач…» (Издательство «Экзамен», 2020). 
 831. Найдите наименьший положительный корень уравнения 
[image: image2.png]cos(mx?) = cos(m(x? + 2x + 1)).








(1)
Заметим, что [image: image4.png]cosa = cosf3



 в двух случаях:
1) [image: image6.png]


 = [image: image8.png]B + 2mn



, где n ∈ Z 
  или    2) [image: image10.png]


 = [image: image12.png]—f + 2mk



, где k ∈ Z.
В первом случае числа [image: image14.png]


 и [image: image16.png]


 изображаются одной точкой единичной окружности, а во втором — двумя точками, симметричными относительно оси абсцисс системы координат. Рассмотрим эти два случая применительно к уравнению (1).

1) [image: image18.png]m(x? + 2x + 1) = mx? + 2mn



, где n ∈ Z.
После преобразований получим 

[image: image20.png]


 n​ – [image: image22.png]


, где n ∈ Z. Наименьший положительный корень для случая 1) есть [image: image24.png]


= [image: image26.png]


.
2) [image: image28.png]m(x?+2x+ 1) = —nx? + 2wk



, где k ∈ Z.
После преобразований получим 

[image: image30.png]


 [image: image32.png]—1+V4k-1
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, где k ∈ N. Наименьший положительный корень для случая 2) равен [image: image34.png]


= [image: image36.png]~1+v3




. 

Так как [image: image38.png]


> [image: image40.png]


, то [image: image42.png]


 — наименьший положительный корень уравнения (1).
Ответ.  [image: image44.png]~1+v3




. 
1210. Решите уравнение 
[image: image46.png]cos (n(x + 7\/5))sin (g (4x + \/E)) =1







(2)
Сначала заметим, что для чисел a и b, таких, что |a| ≤ 1 и |b| ≤ 1 равенство ab = 1 возможно лишь в одном из двух случаев: 1) a = 1 и b = 1, или 2) a = –1 и b = –1. Рассмотрим эти два случая применительно к уравнению (2).
1)  [image: image48.png]{cos (n(x + 7\/5)) =1
sin (g (4x + \/E)) =1,



 [image: image50.png]n(x+7Vx)=2nn,n=0,1,2..
e (ax+Vx) =T+ 2mk k =1,2,3..,




[image: image52.png]


 [image: image54.png]x+7Vx=2nn=0,1,2..
4x +Vx=4k+1,k=1,2,3..




Так как правые части двух уравнений последней системы целые числа, то x — квадрат натуральные числа (во втором уравнении x не 0). 

Проверкой убеждаемся, что 

если x [image: image56.png]


 [image: image58.png]


, то n = 4, k = 1;
если x [image: image60.png]


 или x — квадрат любого чётного числа, то второе уравнение системы не обращается в верное равенство (чётное число не равно нечётному);
если x [image: image62.png]


 9, то n = 15, k ∉ N;
если x [image: image64.png]:52_
=25



, то n = 30, k = 26;
если x [image: image66.png]


 49, то n = 49, k ∉ N;
если x [image: image68.png]


 81, то n = 72, k = 83...
Похоже, что только для x [image: image70.png]


 [image: image72.png](4p — 3)?



, где p ∈ N, существуют натуральные числа n и k, такие, что x является решением системы в случае 1). 
Действительно, если x [image: image74.png]


 [image: image76.png](4p — 3)?



, где p ∈ N, то число 
[image: image78.png](4p—3)2+7(4p—-3)



 имеет вид [image: image80.png]2n



, где n ∈ N, а число [image: image82.png]4(4p —3)* +4p -3



 имеет вид [image: image84.png]4k + 1



, где k ∈ N.
2) [image: image86.png]{cos (n(x + 7\/5)) =-1
sin (g (4x + \/E)) = -1,



 [image: image88.png]n(x+7Vx) =m+2mn,n =0,1,2..
TlE(ax+Vx) = T4 2mk k=123,




[image: image90.png]


 [image: image92.png]x+7Vx=1+2n,n=0,1,2..
4x +Vx=4k—-1,k=1,2,3...




Так как правые части двух уравнений последней системы целые числа, то x — квадрат натуральные числа, но это число не может быть чётным, так как в этом случае части второго уравнения — натуральные числа разной чётности. Оно не может быть нечётным, так как в этом случае части первого уравнения — натуральные числа разной чётности.  

В случае 2) уравнение (2) не имеет корней.

Ответ.  x [image: image94.png]


 [image: image96.png](4p — 3)?



, где p ∈ N. 
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