Красивые тригонометрические неравенства

Спорить о красоте неравенств — дело неблагодарное. Ибо о вкусах не спорят. Разные люди выбирают красивое по своим критериям, иногда сильно отличающимся друг от друга. Разберём решение трёх неравенств из книги И.Н. Сергеева и В.С. Панфёрова «ЕГЭ 2020. Банк заданий. Математика. 1000 задач…» (Издательство «Экзамен», 2020). Они мне показались красивыми тем, что при их решении приходится преодолевать технические трудности, применяя нестандартные рассуждения. Впрочем, судите сами. 
 702. Решите неравенство 
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Сначала заметим, что [image: image4.png]sin x



 ≠ 0, [image: image6.png]COSX



 ≠ 0 и что если [image: image8.png]sin x



 и [image: image10.png]COSX



 одного знака, то левая часть неравенства больше правой. В этом случае неравенство (1) решений не имеет. 

В самом деле, если [image: image12.png]sin x



 > 0 и [image: image14.png]COSX



 > 0, то [image: image16.png]sin x
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> 0 и из справедливости неравенства [image: image20.png]


 + [image: image22.png]Sl R
(\Y2



 2 для положительного числа a следует справедливость неравенств: [image: image24.png]sin x
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 2.

Если [image: image36.png]sin x



 < 0 и [image: image38.png]COSX



 < 0, то [image: image40.png]sin x



 + [image: image42.png]Cosx



< 0 и из справедливости неравенства [image: image44.png]


 + [image: image46.png]Sl R
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 для отрицательного числа a следует справедливость неравенств: [image: image48.png]sin x
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, [image: image52.png]COSX
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, [image: image56.png]tg x



 + [image: image58.png]tg x



 [image: image60.png]IA



.

Если неравенство (1) имеет решения, то для них [image: image62.png]sin x



 и [image: image64.png]COSX



 принимают значения разных знаков, то есть все решения неравенства (1) принадлежат множеству M чисел, удовлетворяющих двойному неравенству
[image: image66.png]§+nn<x<n+nn



, где n ∈ Z.

Преобразуем левую часть A неравенства (1): 
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Так как [image: image76.png]sin x



 и [image: image78.png]COSX



 принимают значения разных знаков, то справедливы неравенства [image: image80.png](sinx + cosx)?® < sin®x+cos?x



 и [image: image82.png]sinx cosx < 0



, поэтому 

A = [image: image84.png](sin x + cosx)* + sin?x + cos®x
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Перепишем неравенство (1) в виде
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Так как для любого числа x из множества M справедливы неравенства  [image: image92.png]—sinx cosx >0



, [image: image94.png]sinx+cosx+1>0



, то неравенство (2) равносильно на множестве M неравенству 
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(3)
имеющему решения: [image: image98.png]


, где n ∈ Z. 
Итак, неравенство (3) и равносильное ему на множестве M неравенство (1) имеют решения [image: image100.png]


и других решений не имеют.

Ответ. [image: image102.png]™
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, n ∈ Z.
710. Решите неравенство 
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(4)
Сначала заметим, что [image: image106.png]sin x



 и [image: image108.png]COSX



 положительны, так как если [image: image110.png]sin x



 = 0 или [image: image112.png]Cosx



= 0, то неравенство (4) неверно. Cледовательно, все решения неравенства (4), если они существуют, принадлежат множеству M чисел x, таких, что [image: image114.png]2nn<x<§+2nn



, где n ∈ Z. На этом множестве справедливы неравенства [image: image116.png]sinx cosx > 0



, [image: image118.png]sinx 4+ cosx >0



 и неравенство (4) равносильно неравенству
[image: image120.png]sin x



 + [image: image122.png]cosx + 2vVsinx cosx > 1,




которое можно записать в виде

[image: image124.png]2vVsinx cosx > 1 —sinx —



 [image: image126.png]COS X.








(5)
Так как для любого числа x из множества M справедливо неравенство 
[image: image128.png]1+ 2sinx
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, то справедливо неравенство [image: image132.png](sinx + cosx)? > 1



, из которого следует, что[image: image134.png]sin x



 [image: image136.png]+cosx > 1



 для любого числа x из множества M. Но тогда неравенство (5) выполняется для любого числа x из множества M, так как его левая часть положительна, а правая — отрицательна. То есть неравенство (5), а значит, и равносильного ему на множестве M неравенство (4) имеют множество решений — все числа из множества M.

Ответ. [image: image138.png](2nn; I
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, где n ∈ Z.
Замечание. Когда заметка уже была выложена в Интернете, я получил от В. А. Рыжика ещё один способ решения задачи 710.

Заменим 1 в правой части неравенства на [image: image140.png]sin?x + cos?x.



 Получим неравенство 

[image: image142.png]Vsinx + v/cosx > sin®x + cos?x.








(5.1)

Учитывая неравенства [image: image144.png]sinx > 0,cosx >0



 и то, что для любого числа a, такого, что 0 < a < 1, справедливо двойное неравенство [image: image146.png]va>a > a?



, получаем [image: image148.png]Vsinx > sin®x



 и [image: image150.png]Vcosx > cos?x



, из чего следует справедливость неравенства (5.1).

719. Решите неравенство 
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(6)
Обозначим α = [image: image154.png]arcsin x



 ≥ 0. Так как [image: image156.png]arccosx



 ≥ 0, то 0 ≤ α ≤ [image: image158.png]


, а так как [image: image160.png]arcsin x



 + [image: image162.png]arccosx
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 и неравенство (6) можно записать в виде
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Обе части неравенства (7) неотрицательны, оно равносильно неравенству
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(8)
Обе части неравенства (8) неотрицательны, оно равносильно неравенству
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все решения которого принадлежат промежутку 
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(9)
Так как на промежутке 0 ≤ α ≤ [image: image186.png]


 функция синус является возрастающей, то из справедливости неравенства (9) следует справедливость неравенства 
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Заменив в неравенстве (10) [image: image190.png]sin o



 на x, получаем, что все решения неравенства (6) удовлетворяют двойному неравенству
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.

Ответ. [image: image194.png](sin (E=22m); sin ((20320m))
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