Задачи на прямоугольный тетраэдр 

А.В.Шевкин, avshevkin@mail.ru
Рассмотрим задачи 285 и 565 из известной книги
 про тетраэдр с тремя прямыми углами при одной вершине, он называется в задачах прямоугольным тетраэдром. Решение второй задачи получилось объёмное, поэтому задача разбита на несколько подзадач. 

1. (285) Боковые рёбра прямоугольного тетраэдра DABC равны a, b и c. 
1) Найдите ребро куба, вписанного в тетраэдр так, что одна из вершин куба совпадает с вершиной D тетраэдра, а противоположная вершина L принадлежит основанию тетраэдра. 
2) Докажите, что каждая точка отрезка DL одинаково удалена от граней трёхгранного угла D и что DL = [image: image2.png]abcy3
ab+bc+ac



.
[image: image1.png]abcy3
ab+bc+ac



Решение. Разместим наш тетраэдр так, будто мы поставили его в угол комнаты, который хорошо знаем с детства. Изобразим куб с диагональю DL, как требуется в условии задачи.
1) Пусть AD = a, BD = b, CD = c, а ребро куба имеет длину x, EF = x. Диагональ куба имеет длину DL = x[image: image4.png]


. Плоскости KLM и ABC пересекаются по прямой XY, XY ∥ AB. Аналогично NX ∥ AD, NY ∥ BD. Из подобия двух пар треугольников имеем: [image: image6.png]


 = [image: image8.png]


; [image: image10.png]b



 = [image: image12.png]


, откуда получаем: [image: image14.png]NX



 = [image: image16.png](c—x)a



 и 
[image: image18.png]NY



 = [image: image20.png](c=x)b



.
Ещё из одной пары подобных треугольников имеем:

[image: image22.png]


 = [image: image24.png]NX—x
NX




; 
[image: image26.png]


 = [image: image28.png]


; 
[image: image30.png]


 +[image: image32.png]


= 1.




(1)
Подставив  [image: image34.png](c—x)a



 и [image: image36.png](c=x)b



 в равенство (1) вместо [image: image38.png]NX



 и [image: image40.png]NY



 соответственно, получим: 

      [image: image42.png]cx
(c—x)b




 + [image: image44.png]cx

(c—x)a



 = 1.




(2)
Умножив обе части равенства (2) на [image: image46.png](c—x)ab



, получим:
[image: image48.png]acx + bcx = abc — abx



,

откуда выразим x:

x = [image: image50.png]abc
ab+bc+ac



.

Итак, ребро куба найдено.

2) Докажем сначала, что каждая точка отрезка DL одинаково удалена от граней трёхгранного угла D.

Точка D лежит в трёх гранях тетраэдра с вершиной D, она удалена от них на расстояние 0, а точка L удалена от каждой грани трёхгранного угла D на расстояние, равное x. Поэтому концы отрезка DL одинаково удалена от граней трёхгранного угла D.

Пусть точка Z — произвольная внутренняя точка отрезка DL. Она является вершиной меньшего куба с диагональю DZ. Три грани этого куба лежат в плоскостях трёх граней тетраэдра с вершиной D. Точка Z удалена от них на расстояние, равное длине ребра этого куба. Значит, каждая точка отрезка DL одинаково удалена от граней трёхгранного угла D. Первая часть пункта 2) доказана.

Теперь докажем, что длина отрезка DL вычисляется по указанной формуле. 

DL = x[image: image52.png]


 = [image: image54.png]abcy3
ab+bc+ac



, что и требовалось доказать.

2. Боковые рёбра прямоугольного тетраэдра DABC равны a, b и c. Вычислите площадь основания ABC этого тетраэдра.

Решение. [image: image187.png]b—x

M
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 Пусть AD = a, BD = b, CD = c. Проведём DM ⊥ AB, соединим точки C и M. Из теоремы о трёх перпендикулярах следует, что CM ⊥ AB.

В прямоугольном треугольнике ABD верно равенство DM ∙ AB = AD ∙ BD, из которого получим DM = [image: image56.png]


.

В прямоугольном треугольнике CDM верны равенства CM = [image: image58.png]Vc2 + DM?



 =  
= [image: image60.png]


, из которого получим CM = [image: image62.png]VaZbZ+Db2c2+a2c2
2p2+b2c2+a?c?
vJaZ2+b?



.
Теперь вычислим площадь S треугольника ABC:
S =  [image: image64.png]AB-CM




 = [image: image66.png]%\Iazbz + b%c? + a?c?



.

3. Напишите уравнение плоскости ABC, если в системе координат Oxyz заданы точки A (a; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; c) и плоскость не проходит через точку O (0; 0; 0).

Решение. Пусть в системе координат Oxyz плоскость задана уравнением 

Lx + My + Nz + K = 0, 




(3)
где L, M, N, K — числа и K ≠ 0, так как в противном случае плоскость проходит через точку O (0; 0; 0). Подставив координаты данных точек в уравнение (3), получим три числовые равенства: La + K = 0, Mb + K = 0, 
Nc + K = 0, из которых выразим числа L, M и N через K (среди чисел a, b и c нет нулей):

L = [image: image68.png]


, M = [image: image70.png]


, N = [image: image72.png]


.



Подставив полученные дроби уравнение (3), получим:

[image: image74.png]


x [image: image76.png]


y [image: image78.png]


z + K = 0. 




(4)
Разделив уравнение (5) на число –K ≠ 0, перепишем уравнение (4) в виде:
[image: image80.png]


 [image: image82.png]


 = 1.
 






4. Боковые рёбра прямоугольного тетраэдра OABC равны a, b и c. Точка H — основание высоты, проведённой из вершины O на основание ABC, 
∠OAH = α, ∠OBH = β, ∠OCH = γ. Докажите, что [image: image84.png]sin?a + sin?p + sin%y



 = 1.

Решение. Пусть AO = a, BO = b, CO = c, [image: image86.png]SABC



 = S. Проведём СH до пересечения с прямой AB в точке M.
[image: image188.png]/|
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Так как плоскость OCM проходит через перпендикуляр CO к плоскости OAB, то OCM ⊥ OAB, поэтому ∠CMO — угол, образованный плоскостью треугольника ABC и плоскостью его проекции OBC, ∠CMO = 90° – [image: image88.png]


. 
Так как [image: image90.png]SOAB



 = S[image: image92.png]- cos£CMO



 = [image: image94.png]S - cos(90° - y)



 =  [image: image96.png]S - siny



, а [image: image98.png]SOAB



 = [image: image100.png]


, то верно равенство [image: image102.png]a’bh? = 452sin%y



. Аналогично получим равенства для углов α и [image: image104.png]


: [image: image106.png]b%c? = 45%sin’«



, [image: image108.png]a®c? = 45%sin?p



.
Из равенства, полученного при решении задачи 2, имеем:

[image: image110.png]§? = %(azb2 +b%c? +a?c?) = %(4.S‘Zsin2a + 452sin?p + 4S2%sin%y)



,
откуда получаем требуемое равенство: [image: image112.png]sin?a + sin?p + sin%y



 = 1.
Теперь решим заключительную задачу.
[image: image189.png]S
A
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5. (565) Дан прямоугольный тетраэдр OABC с прямым трёхгранным углом при вершине O. Точка P расположена в плоскости грани ABC, причём [image: image114.png]


 = u, [image: image116.png]


 = v, [image: image118.png]


 = w. Докажите, что [image: image120.png]u? +v? + w?



= 2 + [image: image122.png]ctg



φ, где φ  — угол наклона прямой OP к плоскости ABC.
Решение. Пусть AO = a, BO = b, CO = c, H — основание перпендикуляра OH, проведённого к плоскости ABC, P — точка внутри треугольника ABC, тогда ∠OPH = [image: image124.png]


. Требуется доказать, что 

[image: image126.png]AP?2  Bp%? (P2

a? b2 c2



= 2 + [image: image128.png]ctg



φ = 1 +[image: image130.png]sinZ¢



 = 1 + [image: image132.png]oP?
OH?2



.



В системе координат Oxyz, где A (a; 0; 0), B (0; b; 0), C (0; 0; c), P (x; y; z),

[image: image134.png]AP?



= [image: image136.png](a —x)?
x)? +y? + 72



,
[image: image138.png]BP?



 = [image: image140.png]x? +
b
)2 +
ZZ



,

[image: image142.png]CP?



= [image: image144.png]x> +y% + (c—2)?



.
Осталось доказать, что верно равенство
[image: image146.png](a
-x)%+
a2y2+zz
+ x2+
-y)
2
= +2z2
+ x2+
y2+(
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= 1 + [image: image148.png]oP?
OH?2



,


которое преобразуем к виду:
([image: image150.png]x? + y? + 72
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= 1 + [image: image154.png]oP?
OH?2



.


Так как [image: image156.png]x? + y? + 72



 = [image: image158.png]oP?



, [image: image160.png]


 [image: image162.png]


 = 1 (задача 3), то осталось доказать равенство [image: image164.png]oP? (%

1
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2



= [image: image166.png]oP?
OH?2



, или



[image: image168.png]


 = 1. 






(5)


Пусть ∠OAH = α, ∠OBH = β, ∠OCH = γ, тогда sin[image: image170.png]


 = [image: image172.png]


, sin[image: image174.png]


 = [image: image176.png]b



, 
sin[image: image178.png]


 = [image: image180.png]


, поэтому левая часть равенства (5) есть [image: image182.png]sin?a + sin?p + sin%y



, а эта сумма равна 1 (задача 4).
Тем самым равенство (5), а значит, и исходное равенство доказаны.
Задачи для самостоятельного решения
6. Боковые грани прямоугольного тетраэдра DABC имеют площади k, l и m. Вычислите площадь основания ABC этого тетраэдра.

7. Боковые рёбра прямоугольного тетраэдра OABC равны a, b и c. Докажите, что радиус r шара, вписанного в прямоугольный тетраэдр вычисляется по формуле: r = [image: image184.png]abc

ab+bc+ac+Va2b2+b2c2+a2c?



.

8. Боковые рёбра прямоугольного тетраэдра OABC равны a, b и c. Докажите, что радиус R шара, описанного около прямоугольного тетраэдра вычисляется по формуле: R = [image: image186.png]VaZ+b2+c2
+b2+c2



.
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