Задачи на правильные многоугольники 

А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
В заметке использованы задачи 75 и 77 из известной книги «Решение геометрических задач аналитическим методом», авторы Э.Г. Готман и З.А. Скопец (М.: Просвещение, 1979) про правильные многоугольники. 
Сначала разберём решения более простых задач. Первая из них решена тремя способами.
1. Докажите, что если ABCDE — правильный пятиугольник и N — точка пересечения диагоналей AC и BE, то [image: image2.png]AB? = AN - AC



.

[image: image1.png]AB? = AN - AC



Решение.  I способ. Пусть M — точка пересечения диагоналей AC и BD. Внутренний угол правильного пятиугольника равен 108[image: image4.png]


. Так как вписанные углы EAD, DAC и CAB равны, то каждый из них содержит по 36[image: image6.png]


. Биссектриса DM треугольника DAC делит его на два равнобедренных треугольника, в которых DC = DM = AM. При этом треугольники DAC и CDM подобны по двум углам, из подобия  треугольников следует, что  [image: image8.png]


 = [image: image10.png]


, откуда получаем: [image: image12.png]DC? = MC - AC



. Учитывая, что DC = AB, а MC = AN, окончательно имеем: [image: image14.png]AB? = AN - AC



, что и требовалось доказать.
Замечание. Первый способ решения задачи показан ради равнобедренного треугольника ADC, разделённого биссектрисой DM на два подобных треугольника так, что DC = DM = AM. Это поможет решить задачу 5.

[image: image166.png]


II способ. Доказываемое равенство приводит к вопросу: нельзя ли построить окружность, в которой AB — касательная, а AC и AN — секущая и её внешняя часть соответственно? Такую окружность построить можно.

Пусть K — точка пересечения луча AO и окружности, описанной около правильного пятиугольника. Угол ABK — прямой, так как он вписанный и опирается на диаметр окружности. В равнобедренном треугольнике BCN проведём серединный перпендикуляр CF. Пусть G — точка пересечения CF и BK. Углы BCF и CBK равны, как половины равных углов. Следовательно, BG = CG. Точка G лежит на серединном перпендикуляре к отрезку BN. Следовательно, BG = GN и G — центр окружности, описанной около треугольника BCN. Причём для этой окружности AB — касательная (∠ABK — прямой), а AC и AN — секущая и её внешняя часть соответственно. По теореме о квадрате касательной имеем: [image: image16.png]AB? = AN - AC



, что и требовалось доказать.
Однако задача решается ещё проще.

III способ. Равнобедренные треугольники ANB и ABC имеют по два равных угла, содержащих по 36[image: image18.png]


. Эти треугольники подобны по двум углам, из пропорции  [image: image20.png]


 = [image: image22.png]


 следует, что [image: image24.png]AB? = AN - AC



, что и требовалось доказать.
2. Докажите, что если A, B, C, D — последовательные вершины правильного восьмиугольника, то  [image: image26.png]


 – [image: image28.png]AD?2



 = [image: image30.png]22
AC2



.
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Решение. Рассмотрим окружность радиуса R, описанную около правильного восьмиугольника. 
Обозначим половину центрального угла AOB через [image: image32.png]


. Тогда 
AB = 2AK = 2R[image: image34.png]sin a



, AC = 2AL = 
= 2R[image: image36.png]sin 2«



, AD = 2AM = 2R[image: image38.png]sin 3a



.
[image: image40.png]AC?



 здесь проще найти по теореме Пифагора: [image: image42.png]AC?



 = 2[image: image44.png]


, поэтому  
[image: image46.png]22
AC2



 = [image: image48.png]22
2R2



 = [image: image50.png]


.
Так как [image: image52.png]


= [image: image54.png]90°




, а 3[image: image56.png]


= [image: image58.png]90° —



, то [image: image60.png]sin3a = sin (90° — a) =



 [image: image62.png]cosa



, поэтому
 [image: image64.png]


 – [image: image66.png]AD?2



 = [image: image68.png]1

AR2sin2a



 – [image: image70.png]1

AR2sin23a



 = [image: image72.png]cos?a-sin?a

AR2sin2acos2a



 = [image: image74.png]cos2a

R2sin22a



 = [image: image76.png]Cc0s 45°

R2sin245°



 = [image: image78.png]


,
Тем самым требуемое равенство доказано.
3. (77) Докажите, что если A, B, C, D — последовательные вершины правильного семиугольника, то [image: image80.png]


 = [image: image82.png]


 + [image: image84.png]


.

[image: image168.png]


Решение.  Рассмотрим окружность радиуса R, описанную около правильного семиугольника. 

Обозначим половину центрального угла AOB через [image: image86.png]


, [image: image88.png]


= [image: image90.png]180°




. Тогда AB = 2R[image: image92.png]sin a



, 
AC = 2R[image: image94.png]sin 2«



, AD = 2R[image: image96.png]sin 3a



.

Надо доказать равенство

[image: image98.png]2R sin a



 = [image: image100.png]2R sin 2a



 + [image: image102.png]2R sin 3a



,

или, что тоже самое, равенства 

[image: image103.png]sin3a sin2a = sin3asina + sin2a sina,




[image: image105.png]2sin 3a cosa



 = [image: image107.png]sin 3a



 + [image: image109.png]sin 2«



. 
Применив в левой части последнего равенства формулу 

[image: image111.png]2sin x cosy



 = [image: image113.png]sin(x +y) +



 [image: image115.png]sin(x —y)



,

получим равенства: 
[image: image117.png]sin 4«



 + [image: image119.png]sin 2«



 = [image: image121.png]sin 3a



 + [image: image123.png]sin 2«



,
[image: image125.png]sin 4«



 = [image: image127.png]sin 3a



.
Так как

[image: image129.png]sin 4«



 = [image: image131.png]720°




 = [image: image133.png]sin (90° + %)



 = [image: image135.png]cos
7

90°




,
[image: image137.png]sin 3a



 = [image: image139.png]540°




 = [image: image141.png]sin (90° - %)



 = [image: image143.png]cos
7

90°




,
то равенство [image: image145.png]sin 4«



 = [image: image147.png]sin 3a



 доказано, что и доказывает требуемое равенство [image: image149.png]


 = [image: image151.png]


 + [image: image153.png]


.
Задача для самостоятельного решения
4. Докажите, что если [image: image155.png]A ALA;5 . A,



 — правильный n-угольник (n > 3) и N — точка пересечения диагоналей [image: image157.png]A A,



 и [image: image159.png]AZAn



, то [image: image161.png]A A% = A,N - A A,



.

5. Докажите, что:

а) [image: image163.png]


;

б) [image: image165.png]


.
6. (75) В окружность радиуса R вписан правильный десятиугольник ABCD… Докажите, что AD – AB = R.
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