Задача по геометрии на доказательство (9 кл.+)

Это задача с сайта Алекс.Ларин, что видно по характерной диагональной надписи на присланной мне части страницы, но там есть и упоминание сайта f1.school.mosreg.ru. Она из варианта для подготовки к ОГЭ.

Даны два пересекающихся отрезка AB и CD, причём AB = CD = 1. Докажите, что по крайней мере одна из сторон четырёхугольника ABCD не меньше [image: image2.png]N |5



. 
Во-первых, надо поправить опечатку. Если отрезки AB и CD пересекаются, то четырёхугольник должен называться ACBD или ADBC, четырёхугольники с самопересечением сторон в школьной математике не рассматривают. 
Во-вторых, в четырёхугольнике ABCD с самопересечением сторон есть сторона AB, большая указанной дроби. На этом можно закончить решение задачи в данной формулировке. Очевидно, что не это имели в виду, поэтому поправим формулировку задачи.
Даны два пересекающихся отрезка AB и CD, причём AB = CD = 1. Докажите, что по крайней мере одна из сторон четырёхугольника ACBD не меньше [image: image4.png]N |5



. 
Заметим, что если отрезки AB и CD перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам, то ACBD — квадрат со стороной [image: image6.png]N |5



. То есть четырёхугольник ACBD, удовлетворяющий условиям задачи, существует. Докажем, что не существует четырёхугольник ACBD, все стороны которого меньше [image: image8.png]N |5



. 
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Доказательство. Предположим, что существует четырёхугольник ACBD, в котором AB = CD = 1 и стороны AC, CB, BD и DA меньше [image: image10.png]N |5



. По теореме косинусов для треугольника ACD имеем:
[image: image12.png]CD? = AC* + AD?* —2-AC-AD -cos2 A
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Учитывая, что [image: image14.png]CD*=1
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, имеем: 
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, 
откуда следует, что [image: image28.png]cos £ A



 < 0, то есть [image: image30.png]LA



 > 90°. Аналогично получаем, что [image: image32.png]£C



 > 90°,
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 > 90°, но тогда сумма углов четырёхугольник ACBD больше 360°, что противоречит теореме о сумме углов четырёхугольника.
Следовательно, наше предположение, что существует четырёхугольник ACBD, в котором AB = CD = 1 и стороны AC, CB, BD и DA меньше [image: image38.png]N |5



, неверно. Это означает, что хотя бы одна из этих четырёх сторон не меньше [image: image40.png]N |5



, что и требовалось доказать.
