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Решим задачу про «луночки» Гиппократа.

1. Дан прямоугольный треугольник, площадь которого равна S. На каждой его стороне, как на диаметре, построили полуокружность (как показано на рисунке). Буквами a и b обозначены площади закрашенных «луночек». Докажите, что 

S = a + b.
Решение. Чтобы получить сумму площадей «луночек», надо из суммы площадей треугольника и двух полукругов с диаметрами BC и AC вычесть площадь полукруга с диаметром AB:
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Так как треугольник прямоугольный, то [image: image8.png]BC? + AC? —AB? =0



 и верно равенство S = a + b, что и требовалось доказать.
Ещё одна задача про прямоугольный треугольник.

2. Дан прямоугольный треугольник, площадь которого равна S. На каждой его стороне, как на диаметре, построили окружность. На рисунке буквами a, b, c, d обозначены площади закрашенных фигур. Докажите, что 2S = a + b + c – d.[image: image17.jpg]
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Решение. Сначала заметим, что точка пересечения окружностей с диаметрами BC  и AC лежит на гипотенузе треугольника, так как высота [image: image10.png]cc,



 треугольника ABC образует прямые углы [image: image12.png]CC,B



 и [image: image14.png]CC,A



, а вершина этих прямых углов — точка [image: image16.png]


 — лежит на окружностях с диаметрами BC и AC. Итак, точка пересечения окружностей с диаметрами BC и AC лежит на отрезке AB. 

Обозначим площади незакрашенных сегментов вне треугольника ABC буквами m, n, p, q, а площади незакрашенных криволинейных треугольников внутри треугольника ABC — буквами x, y (см рис.).
Выразим S разными способами. S = x + y + d, откуда x + y = S – d.

S есть x плюс площадь полукруга с диаметром BC, минус p. Так как площадь полукруга с диаметром BC равна a + m, то верно равенство:

S = x + a + m – p.

Аналогично получим ещё два равенства:

S = y + b + n – q,

S = c + p + q – m – n.

Сложив три равенства, получим:

3S = x + y + a + b + c.

Заменим в правой части полученного равенства x + y на S – d:
3S = S – d + a + b + c.

2S = a + b + c – d, что и требовалось доказать.

Теперь решим задачу про остроугольный треугольник. 
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3. Дан остроугольный треугольник, площадь которого равна S. На каждой его стороне, как на диаметре, построили окружность. На рисунке буквами a, b, c, d обозначены площади закрашенных фигур. Докажите, что 2S = a + b + c – d. 
Решение. Сначала заметим, что точки пересечения окружностей лежат на сторонах треугольника (доказательство как в задаче 2). 
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Обозначим площади незакрашенных сегментов вне треугольника ABC буквами m, n, p, q, u, v, а площади незакрашенных криволинейных треугольников внутри треугольника ABC — буквами x, y, z (см рис.).

Выразим S разными способами. S есть x плюс площадь полукруга с диаметром BC, минус u, минус p. Так как площадь полукруга с диаметром BC равна a + m + n, то верно равенство:
S = x + a + m + n – u – p.

Аналогично получим ещё два равенства:

S = y + b + p + q – n – v,

S = z + c + u + v – m – q.

Сложив три равенства, получим:

3S = x + y + z + a + b + c.

Заменим в правой части полученного равенства x + y + z на S – d:

3S = S – d + a + b + c.

2S = a + b + c – d, что и требовалось доказать.
Оказывается, то же соотношение выполняется и для тупоугольного треугольника, если в качестве d взять сумму площадей двух фигур. 
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4. Дан тупоугольный треугольник, площадь которого равна S. На каждой его стороне, как на диаметре, построили окружность. На рисунке буквами a, b, c, d обозначены площади закрашенных фигур, d — площадь двух фигур, закрашенных одним цветом. Докажите, что 2S = a + b + c – d. 
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Решение. Сначала заметим, что точка пересечения окружностей с диаметрами BC  и AC лежит на стороне AB треугольника ABC (доказательство как в задаче 2). 
Обозначим площади незакрашенных сегментов вне треугольника ABC буквами m и n, площади незакрашенных криволинейных треугольников вне треугольника ABC буквами p и q,  внутри треугольника ABC буквами x и y, площадь «луночки» внутри треугольника ABC обозначим z, тогда площадь криволинейного треугольника того же цвета равна d – z (см рис.).

Выразим S разными способами. S = x + y + z, откуда x + y = S – z.

S есть x плюс площадь полукруга с диаметром BC, минус m. Так как площадь полукруга с диаметром BC равна a + p, то верно равенство:

S = x + a + p – m.

Аналогично получим ещё два равенства:

S = y + b + q – n,

S = c + m + n – p – q – (d – z).

Сложив три равенства, получим:

3S = x + y + a + b + c​ – d + z.

Заменим в правой части полученного равенства x + y + z на S:

3S = S + a + b + c – d.

2S = a + b + c – d, что и требовалось доказать.
Замечание. Доказательства в трёх задачах из четырёх используют сложения верных числовых равенств. Использованию этого приёма посвящена заметка О пользе манипулирования с верными числовыми равенствами.
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