Задание 14 из сборника «ЕГЭ-2020». Можно иначе
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
В свежем сборнике заданий для подготовки к ЕГЭ-2020 (50 вариантов заданий) разобрано решение задания 14 из варианта 6. Там используется теорема косинусов, получается косинус угла [image: image2.png]


. Затем записан ответ: arccos [image: image4.png]


. Это единственное место, где можно добавить пояснения, чтобы не было замечаний по полноте решения. 
А мы решим задачу иначе, выполнив построения, выходящие за пределы данного прямоугольного параллелепипеда. 
14. (Вар. 6) На ребре [image: image6.png]AA,



 прямоугольного параллелепипеда [image: image8.png]ABCDA,B,C, D,



 взята точка E так, что [image: image10.png]AE 1 EA



 = 3 : 1, на ребре [image: image12.png]BB,



 взята точка F так, что
 [image: image14.png]B,F : FB



 = 1 : 3, а на ребре [image: image16.png]B,C,



 — точка T так, что [image: image18.png]B,T : TC,



 = 1 : 2. Известно, что  [image: image20.png]AB



 = 4, [image: image22.png]AD



 = 3, [image: image24.png]AA,



 = 4. 
а) Докажите, что плоскость EFT проходит через вершину [image: image26.png]


.
б) Найдите угол между плоскостью EFT и плоскостью [image: image28.png]BB, C,



.
Решение. Сначала определим длины отрезков: [image: image30.png]AE



 = 3, [image: image32.png]B,F =BT



 = 1.
Прямая EF пересекает прямую [image: image34.png]A,B,



 в точке X. Из подобия треугольников [image: image36.png]EAX



 и [image: image38.png]FB,X



 найдём [image: image40.png]B, X



 = 2.
[image: image1.png]


Построим отрезки DT и XT, они лежат в 
плоскости [image: image42.png]A,B,C,



. Докажем, что точки 
D, T и X лежат на одной прямой. 

Из подобия треугольников[image: image44.png]D,C,T



 и [image: image46.png]XB,T



 следует, что углы [image: image48.png]D,TC,



 и [image: image50.png]XTB,



 равны. Это означает, что точка [image: image52.png]


 лежит на прямой TX, принадлежащей плоскости EFT, то есть плоскость EFT проходит через вершину [image: image54.png]


что и требовалось доказать.
б) Угол между плоскостью EFT и плоскостью [image: image56.png]BB, C,



 это угол между плоскостью треугольника [image: image58.png]XTF



 и плоскостью его ортогональной проекции[image: image60.png]B,TF



на плоскость [image: image62.png]BB, C,



. Площадь треугольника [image: image64.png]B,TF



 равна 0,5.
В равнобедренном треугольнике [image: image66.png]XTF



 найдём: [image: image68.png]TF



 = [image: image70.png]


, [image: image72.png]XT



 = [image: image74.png]XF



 = [image: image76.png]


. Высота, проведённая к основанию треугольника равна [image: image78.png]


.  Площадь этого треугольника равна 1,5. Тогда косинус искомого угла [image: image80.png]


равен cos [image: image82.png]


 =  [image: image84.png]


 = [image: image86.png]


.
[image: image88.png]


Ответ. б) arccos [image: image90.png]


.

Решим ещё одну задачу.
14. (Вар. 1) В основании прямой призмы [image: image92.png]ABCA,B,C;



 лежит прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C. Точка M — середина ребра [image: image94.png]B,C,



, точка N лежит на ребре AC, причём AN : NC  = 3 : 1. Катет AC вдвое больше бокового ребра [image: image96.png]AA,



 призмы.
а) Докажите, что прямая MN перпендикулярна прямой [image: image98.png]CA,



.
б) Найдите угол между прямой MN и плоскостью [image: image100.png]A,B,C,



, если [image: image102.png]i -2
sin£CBA = =



.
Решение. [image: image104.png]I crioco®.



 В Δ [image: image106.png]A;CA



 тангенс угла [image: image108.png]A;CA



 равен [image: image110.png]A A



 : [image: image112.png]CA



 = 0,5. 
В Δ [image: image114.png]CC,N



 тангенс угла [image: image116.png]CC,N



 равен C[image: image118.png]


 : [image: image120.png]cC,



 = 0,5. Следовательно, углы [image: image122.png]A;CA




[image: image229.png]L|/
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и [image: image124.png]CC,N



 равны, из чего следует, что
 [image: image126.png]A,C



 [image: image128.png]


 [image: image130.png]


. Наклонная [image: image132.png]CA,



 имеет проекцию [image: image134.png]A, Cy



 на плоскость [image: image136.png]A,B,C,



, перпендикулярную прямой [image: image138.png]B,C,



 этой плоскости, по теореме о трёх перпендикулярах [image: image140.png]A,C



 [image: image142.png]


 [image: image144.png]B,C,



. Так как  [image: image146.png]A,C L



 [image: image148.png]


, [image: image150.png]A,C



 [image: image152.png]


 [image: image154.png]B,C,



, то [image: image156.png]A,C



 [image: image158.png]


 [image: image160.png]B,C,



N из чего следует, что [image: image162.png]A,C L



 [image: image164.png]MN



, что и требовалось доказать.      
II способ. Зададим в пространстве систему координат с началом в точке C: CA — ось x, CB — ось y, C[image: image166.png]


 — ось z. Пусть CN = a, [image: image168.png]CGM=h



, тогда [image: image170.png]CA,



 (4a; 0; 2a), [image: image172.png]


 (–a; b; 2a). Скалярное произведение этих векторов есть –4[image: image174.png]


 + 0 + 4[image: image176.png]


, следовательно, [image: image178.png]CA,



 [image: image180.png]


  [image: image182.png]


, [image: image184.png]A,C L



 [image: image186.png]MN



, что и требовалось доказать.      
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б) Пусть O — середина отрезка [image: image188.png]A, Cy



, Тогда [image: image190.png]


K = KO = a. MO — средняя линия треугольника [image: image192.png]A,B,C,



, значит, 
[image: image194.png]


 OM[image: image196.png]


 = [image: image198.png]


 ABC, а квадраты синусов этих углов равны [image: image200.png]4a?

4a2+b2



 или  [image: image202.png]


, откуда следует, что [image: image204.png]b2



 = 3[image: image206.png]


. Так как 
[image: image208.png]MK?



 = [image: image210.png]a? + b?



 = [image: image212.png]4a?



, то MK = KN. Следовательно, [image: image214.png]


 NMK = 45[image: image216.png]


. Наклонная MN имеет проекцию MK на плоскость  [image: image218.png]A,B,C,



, поэтому угол между прямой MN и плоскостью [image: image220.png]A,B,C,



 есть [image: image222.png]


 NMK, он равен 45[image: image224.png]


.
[image: image226.png]


Ответ. б) 45[image: image228.png]


.

В двух задачах решения получились проще, чем в сборнике.
