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Рассмотрим решения трёх задач из планиметрии.

1. Дан вписанный четырехугольник ABCD. Лучи АВ и DC пересекаются в точке Р, а лучи ВС и AD – в точке Q. Оказалось, что четырехугольник PBDQ является вписанным. Найдите ∠ PQA, если ∠ BAD = 60°, ∠ BAC = 18°.
Решение. I способ. ∠ DAC = ∠ BAD – ∠ BAC = 60° – 18° = 42°. По свойству вписанных углов [image: image2.png]BC



 = 36°, [image: image4.png]DT



 = 84°, ∠ BDC = 18°. Пусть  [image: image6.png]AB



 = x° (см. рис. 1), тогда [image: image8.png]AD



 = (240 – x)°. Найдём углы между секущими, проведёнными к окружности из одной точки: 

[image: image1.png]BC



∠ APD = [image: image10.png]AD-BC



 = 102° –  [image: image12.png]


, ∠ AQB = [image: image14.png]AB-DC



 =  [image: image16.png]


 – 42°.    
Так как четырехугольник PBDQ является вписанным, то ∠ PQB = 
= ∠ BDP = 18° и ∠ APD = ∠ AQB. Составим уравнение:
102 –  [image: image18.png]


 =  [image: image20.png]


 – 42.
Это уравнение имеет единственный корень [image: image22.png]


 = 144. Следовательно, 
∠ AQB = 102° – 72° = 30°. ∠ PQA = ∠ PQB  + ∠ AQB = 18° + 30° = 48°.
II способ. 1) Имеем цепочку подобных треугольников 
( BPC ~ ( APD ~ ( DQC ~ ( AQB
(равенство углов ( APD = ( AQB, ( PAQ = ( BCP = ( DCQ = 60o).
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2) Рассмотрим пару подобных треугольников ( APD ~ ( CQD: 
( ADP = ( CDQ = 90o. Аналогично ( ABQ = 90o, откуда ( AQB = 30o.
3) ( PQA = ( AQB + ( BQP = 48o 
(равенство углов ( BAC = ( BDP = ( BQP = 18o).

Примечание. Проведенные лучи образовали две пары перпендикулярных прямых: AB ( BC и DC ( AD.
Ответ. 48°.
2. На плоскости задан произвольный выпуклый четырёхугольник ABCD, пусть MN и KL его средние линии, точка их пересечения Z (рис. 2). 
[image: image92.png]Pemene.
1) Msteen uenouxy nonoGusix tpeyronssikos ABPC~ A APD~ ADQC~ AAQB (pasetctso
yrios ZAPD=ZAQB, ZPAQ=ZBCP=/DCQ=60°).

2) Pacenotpin napy monoGHss TpeyronsHikos AAPD~ACQD => ZADP=/CDQ=90°.
Ananoriuno crenyer ZABQ=00° = ZAQB=30°.

3) ZPQA=ZAQB+/BQP=48° (pasercTso yros ZBAC=/BDP=BQP=18°).




Доказать, что: 1) DX : XL = 2 : 1; 
2) AZ : ZX = 3 : 1.
Решение. I способ. 1) Построим отрезки BD, LN, NK, KM, ML (рис. 3). Так как LN и MK являются средними линиями двух треугольников с основанием BD, то LN = MK = [image: image24.png]


BD, LN ∥ MK, значит, по признаку параллелограмма MLNK — параллелограмм. Тогда по свойству параллелограмма LZ = ZK. Построим отрезок KP ∥ AX, P [image: image26.png]


 LD.
По теореме Фалеса для угла KLD верно равенство LX = XP, а для угла ADL верно равенство XP = PD, откуда следует, что DX : XL = 2 : 1, что и требовалось доказать.
2) Так как KP — средняя линия треугольника AXD, то KP = [image: image28.png]


AX. Так как ZX — средняя линия треугольника LKP, то ZX = [image: image30.png]


KP = [image: image32.png]


AX. Тогда 
AZ = [image: image34.png]


AX и AZ : ZX = 3 : 1, что и требовалось доказать. 
II способ. 1) Для треугольника KLD имеем KZ = ZL (Z – точка пересече​ния диагоналей MN и KL параллелограмма Вариньона KMLN). По теореме Менелая для этого треугольника [image: image36.png]


, откуда имеем [image: image38.png]XD
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.

2) Для треугольника AXD по теореме Менелая [image: image40.png]


, откуда следует [image: image42.png]


.
3. На плоскости задан произвольный выпуклый пятиугольник ABCDE, точки O, M и N — середины сторон AC, CD и DE соответственно, точки K и L — середины отрезков OM и ON, Z — точка пересечения прямых CL и KE, X — точка пересечения прямых OZ и ME (рис. 4). Доказать, что: 
1) CZ : ZL = EZ : ZK = 4 : 1; 
2) EX : XM = 2 : 1; 
3) OZ : ZX = 3 : 2.
[image: image93.png]


Решение. 1) Построим отрезки CE, MN, KL (рис. 5). Так как MN — средняя линия треугольника CDE, то MN = [image: image44.png]


CE, MN ∥ CE. Так как KL — средняя линия треугольника OMN, то KL = [image: image46.png]


MN = [image: image48.png]


CE, KL ∥ MN, значит, 
LK ∥ CE. 

Тогда треугольники KLZ и ECZ подобны по двум углам. У подобных треугольников стороны пропорциональны: CZ : ZL = EZ : ZK = CE : KL, значит, CZ : ZL = EZ : ZK = 4 : 1, что и требовалось доказать.

2) Проведём медиану CN треугольника CDE, докажем, что она проходит через точку X. Пусть медиана CN пересекает медиану EM в точке [image: image50.png]


.  Тогда по свойству медиан треугольника E[image: image52.png]


 : [image: image54.png]


M = 2 : 1. Пусть прямая O[image: image56.png]


 пересекает отрезок CL в точке [image: image58.png]


. Тогда по теореме Менелая для треугольника CLN верны равенства: 
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 = 1,
откуда следует, что C[image: image64.png]


 : [image: image66.png]


L = 4 : 1 и C[image: image68.png]


=[image: image70.png]EES



CL, а так как CZ : ZL = 4 : 1 и C[image: image72.png]


=[image: image74.png]EES



CL, то C[image: image76.png]


=[image: image78.png]


CZ. Это означает, что точки [image: image80.png]


 и[image: image82.png]


Z совпадают, но тогда и точки [image: image84.png]


и[image: image86.png]


X тоже совпадают и выполняется равенство EX : XM = 2 : 1, что и требовалось доказать.

3) По теореме Менелая для треугольника OMX верны равенства: 
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 = 1,
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 = 1,
откуда следует, что OZ : ZX = 3 : 2, что и требовалось доказать.
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