Пути достижения качества предметных результатов
 обучения математике в основной школе
(Несколько тезисов и примеров к выступлению 
на Дне математики Марафона школьных предметов, 03.04.2016)
Когда мы говорим о качестве предметных результатов обучения математике, то по умолчанию полагаем, что говорим о хорошем качестве. Мы понимаем, что качество может быть и плохим, но достижение такого качества никто не считает своей целью. Оно может получиться при стечении некоторых неблагоприятных обстоятельств, которых лучше избегать.

Сразу оговорюсь, что я являюсь сторонником традиционного российского (советского) образования, нацеленного на формирование и развитие творческой личности обучаемого. Я считаю для себя унизительным подыгрывать идеологам "реформирования" образования и говорить о достаточности формирования грамотного потребителя того, что создано на Западе. Думаю, что и учителям унизительны попытки "реформаторов" образования, пытающихся заставить нас не учить, развивать, образовывать наших учащихся, а оказывать им образовательные услуги. Меня удивляют их попытки внедрить главенство деятельности и компетенций над знаниями и умениями — через Закон об образовании, Стандарты, через удивительно безграмотные новые программы по математике, принятые в апреле 2015 года и другие весьма спорные документы об образовании. 

Сюда надо добавить уменьшение числа учебных часов, отведенных на изучение математики, начиная с начальной школы, введение ложных целей, изуродовавших учебный процесс — ОГЭ и ЕГЭ. Все нововведения последних лет, о которых я отозвался в негативном ключе, имеют  главную цель — резко понизить качество образования в России. Тем самым должна была решиться окончательно задача оставления России в ранге сырьевой полуколонии, которой не нужны творческие личности, учёные и изобретатели, высокопрофессиональные учителя. Это необходимо сказать, чтобы было понятно, в какой системе координат сейчас выживает российская школа, какие факторы продолжают давление на школу, учителей и учащихся. Надо подчеркнуть, что только благодаря постоянному и умелому сопротивлению учителей-профессионалов губительные "реформы" в образовании не достигли поставленной цели, и наше образование ещё не развалено окончательно.

Надеюсь, что сопротивление своему порабощению, которое проявляет Россия на международной арене, потребности кадрового обеспечения роста высокотехнологичной экономики и собственных производств очень скоро потребуют отказа от реформирования российского образования в интересах Запада. Я надеюсь дожить до кардинального разворота в образовании в сторону интересов России. Но тема нашего разговора актуальна уже сейчас, так как до этого разворота нам нужно дожить, сохранив всё лучшее из традиций отечественного образования, математического образования, которое является предметом нашей заботы.

Итак, какими я вижу пути достижения хорошего качества предметных результатов обучения математике в основной школе? Что необходимо делать, чтобы процесс обучения математике в основной школе был успешным?
Сначала несколько почти бесспорных общих истин.

1. Прежде всего каждому учителю надо стремиться стать профессионалом, всячески повышать свою квалификацию, изучать успешный опыт и эффективные методики обучения школьников. Учитель сам должен любить математику, любить решать задачи, составлять их, получать удовольствие от занятий математикой и её преподавания, быть творческой личностью, что-то самостоятельно придумывать. Только тогда он даст учащимся пример уважительного отношения к математике, красоте и силе её методов, привьёт им интерес сначала к решению задач, а потом к занятиям математикой и к самой математике, сможет воспитывать творческую личность. 
2. Эффективность работы учителя существенно зависит от того, насколько доверительные отношения у него складываются с классным коллективом и отдельными учащимися. Система оценивания работ учащихся должна быть понятной и одинаковой для всех. У учащихся должна быть полная уверенность в том, что учитель делает всё возможное для их успешного обучения — только в этом случае учащиеся будут доверять учителю и подчиняться его требованиям. Отметим, что учебный труд тяжёл, а от учителя зависит, станет ли этот труд посильным и интересным для учащихся.
3. Учитель должен вдумчиво относиться к выбору учебника, подходящего его классам, целям обучения, которых планирует с ними достичь. При этом надо стремиться узнать как можно больше разных подходов к построению учебника, понять их преимущества и недостатки. После того как учебник выбран, надо по максимуму понять его идеологию, принципы построения, чтобы работать благодаря учебнику, а не вопреки ему. Использовать его преимущества и компенсировать его недостатки.
4. Учитель должен творчески относиться к реализации составленного им планирования, понимая, что иногда надо задержаться на какой-то теме, где-то не входить в большие подробности, но безусловно дать всё необходимое для дальнейшего обучения. Учитель не должен стремиться к выполнению всех рекомендаций составителей программ, учебников, задачников, дидактических материалов, понимая, что результат достигается не числом заданий, не их запутанностью и т.п., а умением учителя видеть главное и второстепенное в изучаемом материале, стремлением к достижению главного.

Теперь несколько замечаний по обеспечению эффективности учебного процесса в основной школе, начиная с 5 класса.

5. Независимо от того, по какому учебнику работает учитель, надо стремиться обучить учащихся решать текстовые задачи арифметическими способами, а не использовать на ранней стадии обучения уравнение как "универсальный" способ. Отметим, что для текстовых задач нет общего универсального способа, в разных ситуациях может оказаться более эффективным арифметический или алгебраический способ, но первоначальное обучение математике требует развития главного инструмента обучения — мышления и речи, а этого легче добиться, решая текстовые задачи арифметическими способами, как это делали за 100 лет до нас и, я надеюсь, будут делать через 100 лет после нас.

Приведу свежий пример. Заканчивается III четверть. В порядке повторения в 9 классе даю задачу из экзаменационной работы прошлых лет (вариант задачи ВШЭ, 1997), она помещена в учебнике.
Два брокера купили акции одного достоинства на сумму 3375 р. Когда цена на эти акции возросла, они продали часть акций на сумму 2916 р. Первый брокер продал 60 % своих акций, а второй — 70 % своих. При этом сумма от продажи акций, полученная первым брокером, в 1
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 раза превысила сумму, полученную вторым брокером. На сколько процентов возросла цена акции?

У меня в книге такая задача решена с помощью системы, а мой ученик Сидоренко И. решил её "по действиям". Он разделил 2916 р. в отношении 1
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:1, то есть в отношении 9:7, получил 1640,25 р. и 1275,75 р. соответственно. Затем узнал, сколько стоили все акции каждого брокера после повышения цены 2733,75 р. и 1822,5 р. соответственно, то есть все акции стали стоить 4556,25 р., что составляет 135 % от первоначальной суммы 3375 р., следовательно, акции подорожали на 35 %.
Этот и многие другие примеры показывают, что учащиеся, научившиеся рассуждать при решении текстовых задач, продолжают использовать арифметические приемы их решения, там, где это удобно, много позже 5-6 классов.
6. Беря новый класс, учитель математики должен проконтролировать темп осмысленного чтения у каждого учащегося — через чтение по очереди условий задачи или каких-то правил из учебника. Так как на математику, чтение и русский язык в начальной школе стали отводить меньше учебного времени, то есть опасность, что в классе есть учащиеся с плохой техникой чтения. Учитель математики во всех выявленных случаях должен скоординировать свои усилия с учителем русского языка и литературы, с родителями ученика, чтобы как можно быстрее включить отстающего ученика в полноценный учебный процесс.

7. По тем же причинам надо тщательно проверить владение учащимися приёмами письменных вычислений (столбиком) и знание таблицы умножения. При этом полезно спрашивать таблицу умножения в обратном порядке (35 — это 7х5, …). В учебнике для 5 класса, одним из авторов которого я являюсь, предусмотрены подробное повторение и систематизация знаний о натуральных числах, на знакомом по начальной школе материале закладывается общая схема изучения числовых множеств: введение чисел, правил сравнения, операций с числами и свойства (законы) сложения и умножения, их применение для рационализации вычислений. Здесь мы начинаем обучать школьников простейшим доказательным рассуждениям. Лишь после этого показываем изображение чисел на координатном луче. При этом авторы учебника следят за тем, чтобы, там где это возможно, теоретические результаты получались теоретическими методами. 
Приведу два примера. Во многих учебниках равенство 2:3 = 
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 сообщается до того, как введено деление 2 на 3, а обосновывают его с помощью разрезания двух равных яблок на 3 равные части. Можно, конечно сказать, что дробь 
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 читается ещё как "2 делённое на 3", но тогда лучше добавить, что после изучения деления дробей мы докажем это равенство. А потом доказать: 
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И ещё. В новой программе 2014 года в разделе "Исторические сведения" имеется вопрос: Почему 
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? Надеюсь не потому, что, как считали древние индусы, долг, умноженный на долг, даёт имущество. А правильный ответ таков: по определению умножения двух отрицательных чисел. Между тем, имеется учебник, выпавший из федерального комплекта, в котором это равенство доказывалось, в то время как операции в расширенном множестве чисел могут быть лишь определены и не могут быть доказаны.
Наиболее рациональная, с точки зрения математики и методики обучения матема​тике, система изучения чисел заключается в последовательном и по возможности более полном изучении каждого числового множества. До сих пор наиболее массовый порядок обучения школьников предполагает повторение некоторых вопросов из натуральных чисел, введение обыкновенных дробей без основного свойства дробей, сравнение, сложение и вычитание только для дробей с одинаковыми знаменателями, сложение и вычитание смешанных чисел с общим знаменателем. Потом на этой базе, недостаточной даже для обоснования равенства 0,5 = 0,50, вводятся десятичные дроби с опорой на похожесть алгоритмов действий с алгоритмами действий с натуральными числами с обоснованиями правил действий через метрические соотношения между величинами. 
В 6 классе происходит возвращение к натуральным числам (делимость, признаки делимости, НОД, НОК двух чисел), далее доучивают обыкновенным дробям — сложение и вычитание дробей с разными знаменателями, умножение и деление дробей. Далее вводятся отрицательные числа сразу на множестве всех рациональных чисел, что затруднительно, так как модулями чисел могут оказаться натуральные числа, обыкновенные и десятичные дроби.

Отмечу, что в процессе такого обучения у учащихся формируются неполные знания и умения: в пятом классе вроде бы изучили сложение обыкновенных дробей, а сложить 
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, а тем более 
[image: image9.wmf]2

1

 и 
[image: image10.wmf]3

1

 учащиеся не умеют. Вроде изучили деление десятичных дробей, но учитель должен долго оберегать своих учащихся от примеров подобных 0,4:0,3. Эффективным можно считать такое обучение, при котором ученик может быть уверен, что он овладел операциями над любыми числами данного множества, может решить не только любой пример учителя, но и сам может составить такие примеры и решить их. Только в этом случае можно говорить о сформированности у ученика полного умения. И ещё. Для поддержания неполного умения требуется больше сил и времени, поэтому формирование полных умений более эффективно.

В своем учебнике мы придерживаемся традиционного для российской школы от Л.Ф.Магницкого до А.П.Киселева и И.Н.Шевченко последовательности изучения числовых систем.

5 класс. Натуральные числа, включая делимость натуральных чисел, свойства и признаки делимости. Обыкновенные дроби — в полном объеме, все операции и их свойства. При этом мы не считаем, что вопросы нахождения НОД и НОК двух чисел должны быть обязательно отработаны с каждым учащимся, так как мы не требуем находить наименьший общий знаменатель двух дробей для их сравнения, сложения и вычитания. Методика работы описана в книге для учителя — боковое меню сайта http://www.shevkin.ru
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Разделим знаменатели дробей 30 и 24 на их общий делитель 2, получим числа 15 и 12. Теперь разделим числа 15 и 12 на их общий делитель 3, получим 5 и 4 — взаимно простые числа. Они и являются дополнительными множителями данных дробей. Если ученик сразу заметит, что 30 и 24 имеют общий делитель 6, то он быстрее придет к нужному результату. Чтобы этим вычислениям добавить опору на зрительное восприятие, можно в сторонке или под знаменателями данных дробей делать запись, необходимость в которой после достаточной тренировки отпадет. Числа 15, 12, 5 и 4 удобно писать на черновике, приложенном под знаменатели написанных дробей. 

Нас часто критикуют за то, что в 5 классе у нас нет десятичных дробей — таких важных для практической жизни. При этом критики не стараются вникнуть в суть наших аргументов и тех плюсов, которые даёт формирование у учащихся полных умений, требующих, кстати, меньше учебного времени для изнурительного поддержания через повторение плохо осмысленных учащимися неполных умений и навыков.

6 класс. Для повторения натуральных чисел и дробей сначала изучаются отношения, пропорции, проценты, масштаб. Затем изучаются целые числа, на которых проще освоить идею знака числа, определять знак результата действия над числами. Более эффективному освоению знака целого числа и определению знака результата помогает опора на игровой момент (выигрышные и проигрышные кубики).

Лишь после этого вводятся дроби произвольного знака, при изучении которых существенно используются знания по темам "Обыкновенные дроби" и "Целые числа". Таким образом оказывается изученным множество всех рациональных чисел. Осталось изучить только действия с некоторыми из них, записанными в виде десятичных дробей. Сначала изучаются положительные десятичные дроби, потом десятичные дроби произвольного знака и встаёт естественный вопрос о переходе от десятичной дроби к обыкновенной и обратно. Что приводит к понятию бесконечной десятичной периодической дроби, к обучению перехода от бесконечной периодической дроби к обыкновенной в простых случаях. 
У учащихся естественно возникает вопрос о существовании непериодических дробей, они оказываются хорошо подготовленными к тому, что такие дроби существуют, что действия с ними выполняют приближенно. Так появляются иррациональные числа, дополняющие множество всех рациональных чисел до множества всех действительных чисел. Числовая система, необходимая для обучения в основной школе, оказывается изученной к концу 6 класса.
Большим преимуществом нашего подхода, кроме формирования полных умений и обучения на более высоком уровне осознания учащимися выполняемых действий, является подготовка числовой базы для обучения в 7 классе по курсам алгебры и геометрии, где, ещё не имея всех действительных чисел, принято рисовать непрерывные графики, доказывать тождества сокращённого умножения, а потом без всяких оговорок применять их в случаях (3 + 
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)2, говорить об измерении длин отрезков, обходя проблему их несоизмеримости, которая так впечатлила древних греков. 

Для более эффективного обучения в 7-9 классов мы считаем необходимым не чередовать изучаемые объекты (числа, буквенные выражения, функции и графики, уравнения, неравенства и т.п.), а изучать материал крупными блоками — более полно и осмысленно.

В 7 классе кратко повторяем изученное в 5-6 классах, учитывая, что учащиеся могли ранее не обучаться по нашим учебникам. Ещё раз проходим материал до понятия действительного числа и правил приближенных вычислений (определение верных цифр результата очень важно для изучения физики и приближенных вычислений в математике). Далее изучаем одночлены, которые включают в себя уже изученные числа, многочлены, которые включают в себя одночлены, алгебраические дроби, рациональные выражения, которые включают в себя многочлены. Изучение алгебраических систем напоминает изучение числовых систем. Изучаемые объекты вкладываются друг в друга как матрёшки. При этом нет необходимости противопоставлять целые и дробные выражения, так как целые являются дробными со знаменателем 1. По всему курсу учитель может вести повторение и систематизацию арифметических способов решения текстовых задач, затем изучаются уравнения, системы уравнений, их применение к решению задач.

Практика показывает, что обучение математике "крупными блоками", когда ученик надолго погружается в работу однотипными объектами, позволяет заложить более прочные и осознанные знания, сформировать более полные и устойчивые умения и навыки, которые не требуют большого учебного времени для их поддержания. Что же касается интересности предмета, то я никак не связываю этот вопрос с частотой переключения с одного объекта на другой. Интересность для меня и учащихся в другом — в более полном овладении изучаемыми объектами, а переключения мы находим в решении текстовых задач, задач олимпиадного уровня, задач из ОГЭ и ЕГЭ. Это относится и к более старшим классам.

Крупными блоками мы изучаем в 8 классе новую запись некоторых из иррациональных чисел — квадратные корни, действия и свойства действий с ними, преобразования иррациональных выражений. Изучаем функции (линейную, квадратичную, дробно-линейную, переносы графиков функций вдоль координатных осей). Квадратные и рациональные уравнения, системы, составленные из них.

Только в 9 классе мы изучаем неравенства — линейные, квадратные, иррациональные, метод интервалов. Затем изучаются степень числа, корень степени n, последовательности, прогрессии. Далее идёт глава "Тригонометрические формулы", которую мы сохраняем потому, что учебник может использоваться в классах с углублённым изучением математики, а также потому, что надеемся, что составители программ когда-то осознают, что тригонометрические формулы напрасно перенесли в 10 класс, чем лишили учащихся основной школы примера "другой алгебры" и перегрузили курс 10-11 классов. В соответствии с требованиями Стандарта и последней программы по математике в учебник добавлены вопросы "Описательная статистика", "Комбинаторика", "Ведение в теорию вероятностей". В следующем издании появится пункт "Высказывания".

Кроме обсуждения методики изучения крупных содержательных вопросов надо сказать несколько слов и о воспитании интереса к решению задач и к изучению математики.

К 10-летию ФМШ 2007 я подготовил сборник заметок "Математика — это интересно!", в котором описал работу по составлению задач для младших школьников и их участие в решении задач, а потом и составлении. Скажу несколько слов про эти заметки, полный их текст есть на сайте www.shevkin.ru (раздел Школы), чего не найдете, я пришлю. Пишите: avshevkin@mail.ru . Далее приведены начала статей из книги "Математика — это интересно!" (Илекса, 2013).
1. О поиске решений головоломки пентамино с пятиклассниками

[image: image95.emf]Имеются плоские фигуры домино и тримино, составленные из двух и трёх равных квадратов так, что каждый квадрат имеет общую сторону хотя бы с одним из остальных квадратов (рис. 1). В книжке [1] описан приём, с помощью которого можно убедиться, что из одной фигуры домино можно получить только две фигуры тримино, из них — только пять фигур тетрамино (рис. 2), а из них — только 12 фигур пентамино (рис. 3)

Рис. 1
Рис. 2
Рис. 3

Примерно в 1983 г. набор фигур пентамино мне подарил ученик школы № 679 г. Москвы Игорь Пак (теперь он профессор математики в США). На крышке этого набора было изображено одно решение головоломки, суть которой заключается в следующем. Двенадцатью фигурами пентамино надо покрыть прямоугольник 
[image: image13.wmf]10

6

´

, не накладывая фигуры друг на друга и используя каждую фигуру только 1 раз. Из книги С. Голомба [2] известно, что эта головоломка имеет 2339 решений. 

Все известные на данный момент решения выложены на страничке www.shevkin.ru (см. боковое меню).
2. «Пятёрочки» задач как средство подготовки школьников к олимпиадам

Идею использования «пятёрочек» задач для подготовки учащихся к олимпиадам описал в газете «Математика» в середине 90-х годов прошлого века П.В. Чулков, не только описал, но и реализовал её на практике. Она и теперь успешно используется в нашей школе, имеющей реальные успехи в олимпиадном движении. Идея предельно проста. Если вы хотите, чтобы ваши учащиеся были успешными в олимпиадах и других конкурсах, то давайте им такие задачи один раз в неделю, отмечайте успех каждого ученика в их решении, разбирайте решения этих задач с классом — регулярная целенаправленная работа обязательно принесёт свои плоды. На еженедельных «пятёрочках» задач в нашей школе построена работа практикума по решению задач, но эта заметка о другом способе реализации той же идеи.

3. Детское задачное творчество: от решения задач к их составлению

Вот уже второй год учащиеся сначала 5-х, а теперь 6-х классов ФМШ № 2007 
г. Москвы один раз в неделю решают «пятёрочки» задач, подобранные или специально составленные учителем. «Юбилейный» 10-й листок с «пятёрочками» задач Касимов Илья предложил отметить включением в него задач, составленных учащимися. А как составить задачу? Помог случай. 

Незадолго до этого после получения «тройки» по русскому языку он пытался разблокировать электронный замок, который его папа поставил на айфон. Замок оказался интересным. После каждой неудачной попытки, начиная с шестой, он добавлял — сначала секунду ожидания, потом две, потом четыре... Илья задумал составить задачу на тему замка с секретом. Первый её вариант был про четырёхзначный код, что приводило к большим вычислениям. Мы его упростили, и вот что получилось.

1. Касимов И. Миллионер Кирилла Петрович хранит деньги в сейфе с двузначным цифровым кодовым замком (цифры от 0 до 9). Вор Вася пытается подобрать код замка, но после пятой попытки замок отключился на 1 сек., после шестой попытки — на 2 сек. (каждое следующее отключение длилось в два раза дольше предыдущего). Сможет ли Вася открыть замок, если первые 40 попыток будут неудачными?

Решение. Перед 6-й, 7-й, 8-й, 9-й, ..., 39-й и 40-й попытками время отключения составило 1 с, 2 с, 22 с, 23с, ..., 233с, 234с. (показатель степени двойки на 6 меньше номера попытки). Выразим время ожидания перед 40-й попыткой в годах, помня, что 1 минута = 
= 60 с, 1 час = 60 минут, 1 сутки = 24 час, 1 год в среднем  = 365,25 суток: 

234 = 
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Очевидно, Вася не сможет дождаться 40-й попытки — столь долго люди пока не живут.

Замечание. Интересно, что суммарное время ожидания окажется примерно в 2 раза больше. Оно равно t = 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 233 + 234.

Если умножить это равенство на 2, то получим новое равенство:

2t = 2 + 22 + 23 + 24 + ... + 234 + 235.

Если из второго равенства вычесть первое, то получим третье равенство:

t = 235 – 1.

Мы получили время в секундах примерно в 2 раза большее, чем 234. 

Ответ. Нет, открыть замок Вася не успеет…
Ниже приведена ссылка на видео, снятое на ежегодном семинаре в ФМШ 2007 в 2015 г. Жаль, что не видно картинки на экране.

https://www.youtube.com/watch?v=LbFCTcjPcPc&list=PLSFwOYWTGCpnEUFhpwa7K_51-TKBofoiH&index=4
4. Задача Чуйкова и её развитие

[image: image96.emf]Однажды шестиклассник Чуйков Сергей придумал такую задачу.

1. Существует ли на клетчатой бумаге прямоугольник, составленный из клеток-квадратов, в котором количество его внешних клеток равно количеству внутренних клеток?

Рисунок 34 поясняет, какие клетки называют внешними, какие — внутренними. Попробуйте решить эту задачу. 

Кто-то из моих учащихся нарисовал один такой прямоугольник, кто-то — другой. Нашлись ученики, которые нарисовали два таких прямоугольника. 
Рис. 34

Возник естественный вопрос, сформулированный в виде задачи. 

2. Сколько существует прямоугольников, удовлетворяющих условию задачи 1?

[image: image97.emf]Григорьев Д. дал такое решение. Сначала закрасим поровну внешних и внутренних клеток, прилежащих к верхнему и нижнему основаниям прямоугольника (как на рисунке 35, где тех и других клеток – 36 у верхней и у нижней стороны). 

Рис. 35 
Рис. 36

7. Не бойтесь вводить лишние буквы!

Среди олимпиадных задач, заданий из ГИА и ЕГЭ часто встречаются задачи, для решения которых удобно ввести вспомогательные неизвестные (или «лишние» буквы). Часто в таких задачах требуется найти отношение или процентное отношение, при вычислении которого «лишние» буквы сокращаются.

Начнём с простой задачи.

1. Одну сторону прямоугольника увеличили на её 
[image: image19.wmf]10

1

, а другую сторону увели​чили на её 
[image: image20.wmf]11
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. На сколько процентов увеличилась площадь этого прямоугольника?

Решение. Пусть стороны прямоугольника равны a и b, тогда его площадь равна ab. После увеличения сторон площадь стала равна 
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 = 1,2ab. То есть площадь прямоугольника увеличилась на 20 %.

Ответ. На 12 %.

Как видим, для получения ответа не понадобилось находить значения введенных нами букв, да эти значения и найти невозможно.

2. В драмкружке число мальчиков составляет 80 % от числа девочек. Сколько процентов составляет число девочек от числа мальчиков в этом кружке?

Решение. Число мальчиков (т) составляет 80 % от числа девочек (d), значит, верно равенство т = 0,8d. Откуда d = 1,25т, т. е. число девочек составляет 125 % от числа мальчиков.

Ответ. 125 %.
8. Не бойтесь вводить лишние буквы, решая сложные задачи на проценты

Будем считать, что учащиеся уже обучены решать задачу «Найти число b, составляющее p % числа a» и две обратные задачи, приводящие к нахождению a и p из равенства b = 
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Рассмотрим способы решения более сложных задач на проценты, требующих сравнения чисел в процентах — такие задачи предлагались в прошлые годы на ЕГЭ.

Заметим, что при решении задач на проценты лучше обходиться без пропорций, в чём можно убедиться, решив рассмотренные ниже задачи с помощью пропорций.
1. Число увеличили на 10 %, полученное число ещё раз увеличили на 10 %. На сколько процентов увеличилось первоначальное число за два раза?

Решение. Пусть a — первоначальное число, тогда 
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 = 1,1a — второе число, 
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 — третье число, оно на 21 % больше, чем a.

Ответ. На 21 %.

Здесь и далее неизвестное число, от которого находят проценты будем обозначать буквой.

Обобщим полученный результат: чтобы увеличить число на p %, можно это число умножить на 
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Аналогично показывается, что для уменьшения числа на p %, можно это число умножить на 
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3. На сколько процентов число 50 больше, чем число 40?

Решение. 50 от 40 составляет 
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 = 125 %. Это на 125 % – 100 %  = 25 % больше, чем число 40.

Ответ. На 25 %.

Тот же результат получим, объединив два действия:

125 % – 100 % = 
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Обобщим полученный результат: число a больше, чем число b на 
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Здесь и далее надо обращать внимание учащихся на то число, с которым сравнивают в процентах другое число. Это число будет всегда оказываться в знаменателе дроби в тех формулах, которые мы составим для решения задач на сравнение двух чисел в процентах.

4. На сколько процентов число 40 меньше, чем число 50?

Решение. 40 от 50 составляет 
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 = 80 %. Это на 100 % – 80 % = 20 % меньше, чем число 50.

Ответ. На 20 %.

Тот же результат получим, объединив два действия:

100 % – 80 % = 100 % – 
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Обобщим полученный результат: число b меньше, чем число a на 
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Таким образом, чтобы найти, на сколько процентов одно число больше (меньше) другого, можно их разность (большее минус меньшее) разделить на то число, с которым сравниваем, и результат умножить на 100. 

5. У Вовы «пятёрок» на 60 % меньше, чем «троек». На сколько процентов у Вовы «троек» больше, чем «пятёрок»?

Решение. Пусть у Вовы было p «пятёрок» и t «троек». По условию задачи
 p = 
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У Вовы «троек» больше, чем «пятёрок», на 
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Ответ. На 150 %.

7. Второе число на 50 % больше первого и на 50 % меньше третьего. На сколько процентов третье число больше, чем первое?

Решение. Пусть p — первое число, t — третье число. По условию задачи второе число равно 
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Третье число больше, чем первое на
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Ответ. На 200 %.

16. ЕГЭ, 2008. Брюки дороже рубашки на 25 % и дешевле пиджака на 20 %. На сколько процентов рубашка дешевле пиджака? 

17. ЕГЭ, 2009. В магазине костюм, состоящий из пиджака и брюк, стоит на 20 % дороже, чем такой же костюм на рынке, причем брюки стоят на 30 % дороже, чем на рынке, а пиджак — на 15 %. Во сколько раз на рынке брюки от этого костюма дешевле пиджака?

9. Револьверы пирата и вероятность событий

Шестиклассник Юнусов Тимур принёс задачу «У пирата 8 шестизарядных револьверов. Пять из них он зарядил одним патроном, крутанул барабан каждого заряженного револьвера так, что нельзя понять, каким по счёту будет выстрел из этого револьвера. Остальные револьверы остались незаряженными. Из восьми револьверов выбрал три случайным образом. Пират хочет нажать на курок каждого из них по одному разу. Определите вероятность того, что он услышит хотя бы один выстрел». Тимур спросил: «А как решают задачи такого типа?» 

[image: image98.emf]Задача 1. В шкафу есть 3 вертикальных ряда по 6 ящиков в каждом (рис. 46). В один ящик в каждом ряду спрятали одну монету. Какова вероятность того, что человек, не знающий, куда спрятали монеты, выдвинув по одному ящику в каждом ряду, найдет:

а) все три монеты?

б) монеты в двух первых рядах и не найдет в третьем?

в) найдет ровно две монеты?

г) монету в первом ряду и не найдет в остальных?

д) ровно одну монету?

е) хотя бы одну монету?
Рис. 46

Задача 2. Учитель запланировал проверить два домашних задания из шести. Эти два задания он выбирает случайным образом и за их невыполнение ставит в классный журнал отметку 1. Определите вероятность события:

а) A — «Аня получит 1», если она не выполнила какое-либо одно из этих шести домашних заданий. 

б) B — «Боря получит ровно одну 1», если он не выполнил какие-либо два домашних задания из этих шести заданий. 

в) C — «Вася получит хотя бы одну 1», если он не выполнил какие-либо два домашних задания из этих шести заданий. 

г) D — «Гоша получит ровно одну 1», если он не выполнил какие-либо три из этих шести заданий. 

д) E — «Денис получит хотя бы одну 1», если он не выполнил какие-либо три из этих шести заданий.

Решение. Если домашние задания пронумеровать от 1 до 6, то все возможности выбора учителем двух домашних работ можно изобразить на схеме.

Схема 1
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23
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34
35
36


45
46


56

Учитель может выбрать две домашние работы 15-ю способами. Это и есть число сочетаний из 6 по 2, оно равно 
[image: image43.wmf]2
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а) Любая домашняя работа встречается в паре с другой домашней работой 5 раз. Если Аня не выполнит одну из шести домашних работ, то имеется 5 случаев из 15, что её работа попадет в пару работ, проверяемых учителем. Вычислим вероятность события A: 

p (A) = 
[image: image45.wmf]15

5

 = 
[image: image46.wmf]3
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.

Задача 3. Имеется тест из четырёх заданий. К каждому из заданий даны 5 ответов для выбора. Контролирующее устройство проверяет работу ученика по номерам выбранных ответов и выставляет отметку: «5» — за выбор верных ответов во всех четырёх заданиях, «4» — за выбор верных ответов в любых трёх заданиях, «3» — за выбор верных ответов в любых двух заданиях, «2» — за выбор верного ответа лишь в одном задании, «1» — за выбор неверных ответов во всех четырёх заданиях. Ученик, не выполняя заданий, решил случайным образом указать номера верных ответов в каждом из них. Вычислите вероятность таким способом получить отметку: а) «5»; б) «4»; в) «3»; г) «2»; д) «1».
Ниже изображено контролирующее устройство (1982) и моя внучка Полина (2008 г.р.)

Решение. а) Число способов выбрать по одному номеру ответа из пяти в четырёх заданиях равно 
[image: image47.wmf]625
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. При этом имеется только 
[image: image48.wmf]1
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 набор номеров верных ответов, приводящий к получению отметки «5». Поэтому вероятность получения отметки «5» равна 
[image: image49.wmf]625
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 = 0,0016.

б) Число способов выбрать верный ответ в трёх задачах и неверный в оставшейся четвёртой равно 
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. Поэтому вероятность получения отметки «4» равна 
[image: image51.wmf]625

16

 = 0,0256.

Задача 4. Стрелок стреляет по одному разу в каждую из трёх мишеней. Вероятность попадания в мишень равна 0,9. Определите вероятность события:

а) Стрелок не попал в первую мишень и попал в другие мишени. 

б) Стрелок попал в какие-либо две мишени и не попал в третью. 

в) Стрелок попал в первую мишень и не попал в другие мишени. 

г) Стрелок попал ровно в одну мишень. 

д) Стрелок попал хотя бы в одну мишень. 

Решение. Пусть события A, B, C — заключаются в попадании в первую, вторую и третью мишень соответственно. По условию задачи p (A) = p (B) = p (C) = 0,9. Тогда события 
[image: image52.wmf]A

, 
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, 
[image: image54.wmf]C

 — заключаются в непопадании в первую, вторую и третью мишень соответственно. События A, B, C, 
[image: image55.wmf]A

, 
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 — независимые, p (
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) = p (
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) = p (
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= 1 – 0,9 = 0,1. 

а) Событие «стрелок не попал в первую мишень и попал в другие мишени» есть произведение событий 
[image: image61.wmf]A

, B и C. Вероятность этого события равна p (
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Задача 5. У пирата 8 шестизарядных револьверов. Пять из них он зарядил одним патроном, остальные остались незаряженными, крутанул барабан каждого заряженного револьвера так, что нельзя понять, каким по счету будет выстрел из этого револьвера. Из восьми револьверов выбрал три случайным образом. Пират хочет нажать на курок каждого из них по одному разу. Вычислите вероятность того, что он:

а) услышит 3 выстрела; 

б) услышит ровно 2 выстрела; 

в) услышит ровно 1 выстрел;

г) не услышит ни одного выстрела;

д) услышит хотя бы один выстрел.

Решение. Число способов выбрать: 

1) 3 заряженных револьвера равно 
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2) 2 заряженных револьвера и 1 незаряженный равно 
[image: image66.wmf]1
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3) 1 заряженный револьвер и 2 незаряженных равно 
[image: image67.wmf]2
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4) 3 незаряженных револьвера равно 1.

Всего имеется 
[image: image68.wmf]3
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 = 56 способов выбрать три револьвера. 

Услышать/не услышать выстрел одного револьвера можно 6-ю способами, а трёх выбранных револьверов — 
[image: image69.wmf]6
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 = 216-ю способами. Услышать/не услышать выстрел трёх выбранных револьверов в 56 случаях можно 
[image: image70.wmf]216
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 = 12096-ю способами. Это и есть число всех возможных случаев.

а) Услышать 3 выстрела можно единственным способом в каждом из 10 случаев 1) и нельзя ни в одном из случаев 2)-4). Вероятность услышать 3 выстрела равна 
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б) Услышать ровно 2 выстрела можно в случае 1) 
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 = 150 способами, в случае 2) 
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 = 180 способами, и нельзя ни в одном из случаев 3) и 4). Вероятность услышать ровно 2 выстрела равна 
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в) Услышать ровно 1 выстрел можно в случае 1) 
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 = 750 способами, в случае 2) 
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 = 1800 способами, в случае 3) 
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= 540 способами, и нельзя в случае 4). Вероятность услышать ровно 1 выстрел равна 
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Не услышать ни одного выстрела можно в случае 1) 
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 = 1250 способами, в случае 2) 
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 = 4500 способами, в случае 3) 
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[image: image85.wmf]6

6

6

1

×

×

×

 = 216 способами. Вероятность не услышать выстрел равна
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г) Услышать хотя бы один выстрел, значит, услышать или 3, или ровно 2, или ровно 1 выстрел. Случаев, благоприятствующих этому событию, 10 + 330 + 3090 = 3430. Тот же результат можно получить иначе: 12096 – 8666 = 3430. Следовательно, вероятность услышать хотя бы один выстрел равна 
[image: image88.wmf]12096
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Ответы. а) 
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; б) 
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; в) 
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; г) 
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; д) 
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Вместо заключения
Дорогие друзья!

Будьте здоровы, желаю вам успехов, желаю творчества, желаю быть интересными своим учащимся! Помните, что активные занятия математикой, работа с детьми продлевают вашу жизнь, сохраняют молодость души.
Ваш А.В. Шевкин.
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