Задача из ЕГЭ-2022 на целую часть числа 
Рассмотрим задачу 18 из тренировочной контрольной работы 15.12.2021. Тема целой части числа, при всей простоте этого понятия, представлена непростыми задачами. 
1. Символом [image: image2.png]


 обозначают целую часть числа [image: image4.png]


 , то есть наибольшее целое число, не превосходящее [image: image6.png]


. Например, [image: image8.png]


= 1, [image: image10.png][-3,4]



 = –4.

а) Существует ли такое натуральное число n, что [image: image12.png][Vat1]-[Vn=1]=n?




б) Существует ли такое натуральное число n, что [image: image14.png][Vn+25] [Vn—24] =n?




в) Найдите все натуральные числа n, для которых [image: image16.png][Vn+65] [Vn—64] =n.




Сначала приведу своё длинное «детское» решение. Оно подробное, так как написано с целью обучения, но очень длинное за счёт рассмотрения большого числа случаев.
а) Пусть для некоторого натуральные числа n верно равенство 
[image: image18.png][Vat1]-[Vn—1] =n.



 
Для любого числа a верно неравенство  [image: image20.png][x] < x



, поэтому верно неравенство [image: image22.png][\/n+1]'[\/n—1JS\/n+1-\/n—1



, или [image: image24.png]n<

nz—1



.
Значений n, удовлетворяющих этому неравенству нет, так как 
[image: image26.png]n=vnZ>VnZ—-1



. Ответ в задании а): нет
б) Пусть для некоторого натурального числа n верно равенство 
[image: image28.png][Vn+ 25| [Vn—24] =n.







(1)
Тогда [image: image30.png][Vn+25]- [Vn—24] <vVn + 25-Vn — 24,



 или [image: image32.png]n<vn2+n—600



, откуда следует, что [image: image34.png]n =600



.
Пусть n = [image: image36.png]600



, тогда 
[image: image37.png][Vn +25]- [Vn —24] = [V625] - [V576] = 25 - 24 = 600,




то есть равенство (1) верно. Ответ в задании б): да.
в) Пусть для некоторого натурального числа n верно равенство 

[image: image39.png][Vn+ 65| [Vn—64] =n.







(2)
Тогда верно неравенство [image: image41.png][Vn+65]- [Vn—64] <vn + 65-Vn — 64,




или [image: image43.png]n<vn2+n—600



, откуда следует, что [image: image45.png]n = 4160



.
Пусть n = [image: image47.png]4160



, тогда 
[image: image48.png][Vn + 65] - [Vn — 64] = [V4225] - [V4096] = 65 - 64 = 4160,




то есть найдено одно значение n = [image: image50.png]4160



, для которого равенство (2) верно. Выясним, есть ли другие значения n, удовлетворяющие равенству (2).
Если для некоторого натурального числа n верно равенство (2) и числа [image: image52.png]n+ 65



 и  [image: image54.png]


 квадраты натуральных чисел, то
[image: image56.png][Vn+ 65| [Vn — 64] = Vn + 65 Vn — 64






Тогда [image: image58.png]n=+vn2 +n— 4160,



 откуда следует, что [image: image60.png]n = 4160



. Другого числа n, для которого числа [image: image62.png]n+ 65



 и  [image: image64.png]


 квадраты натуральных чисел, нет. 
Если для некоторого натурального n верно равенство (2) и хотя бы одно из чисел [image: image66.png]n+ 65



 и  [image: image68.png]


 не является квадратом натурального числа, то
[image: image70.png][V + 65 [Vn — 64] <vn + 65 Vn — 64






Тогда [image: image72.png]n < vn? +n— 4160,



 откуда следует, что [image: image74.png]n > 4160



. Тогда случаев разность значений функции f (x) = [image: image76.png]


  в точках [image: image78.png]n+ 65



 и  [image: image80.png]


 меньше 1. 
Действительно, так как n > 4160, то n = 4160 + p, где p — натуральное число, и
[image: image81.png]Vn + 65— Vn —64 = [4225+ p — /4096 + p =
129 129

= < =1
J4225+p +.,/4096 +p V4225 + /4096





Рассмотрим три возможных случая. Красные прямые на рисунках изображают прямые, соответствующие целым значениям y, отличающимся на 1. 

[image: image1.png]


1) Если [image: image83.png]n+ 65



 — квадрат натурального числа, а [image: image85.png]


 — нет, то 

[image: image86.png]n=[Vn+65] [Vn—64] =




[image: image87.png]=Vn+65-(Vn+65-1) =




[image: image88.png]=n+ 65—Vn+ 65,




откуда следует, что [image: image90.png]n = 4160



, а у нас [image: image92.png]n > 4160



. Такой случай невозможен.
[image: image125.png]y=|x

n— 64 Nt 65X
Puc. 1



2) Если [image: image94.png]


 является квадратом натурального числа, а [image: image96.png]n+ 65



 — нет, то [image: image98.png]n=[Vn+65| [Vn—64]=




[image: image100.png]=+Vn—64-vn — 64 =n — 64,



 противоречие.
[image: image126.png]y=Ik

n— 64 Nt 65X
Puc.4



3) Если оба числа [image: image102.png]n+ 65



 и  [image: image104.png]


 не являются квадратами натуральных чисел. Здесь возможны два случая.

3а) Между числами [image: image106.png]Vn — 64



 и [image: image108.png]vn + 65



заключено натуральное число p. 
Тогда [image: image110.png]n=[Vn+65| [Vn—64] <




[image: image111.png]<Vn+65-(Vn+65 —1) =




[image: image113.png]=n+ 65—+vVn+ 65,



 откуда следует, что [image: image115.png]n < 4160



, а у нас [image: image117.png]n > 4160



, противоречие.
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3б) Числа [image: image119.png]Vn — 64



 и [image: image121.png]vn + 65



оба заключены между соседними натуральными числами p и p + 1. Тогда [image: image123.png]n=[Vn+65| [Vn—64] <




[image: image124.png]<Vn—64-Vn—64=n— 64,




противоречие.
Итак, условиям задачи удовлетворяет единственное число 4160.
Ответ. а) нет; б) да; в) 4160.

Решение задачи можно «сжать», как в авторском решении Статграда, рассмотрев всего два случая: целые части равны или различны. Станет ли понятнее? — Это уже вопрос к читателю.
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n— 64

Puc. 2

n+65)x




2

