Вокруг вписанного и описанного четырёхугольника
На странице Задача ПРОФИ, которую не могла решить несколько лет опубликована задача, решённая с привлечением большого числа теоретических фактов. Её решение полезно разобрать для того, чтобы повторить эти факты.

Давайте уменьшим число этих самых фактов. Итак, задача. В ней исключено лишнее условие.

1. Около четырёхугольника, стороны которого равны 7, 9, 13, 11, описана окружность. Точка касания вписанной в него окружности со стороной длины 7 делит её на два отрезка x и y. Величина |x – y| равна

1) 0          2) 0,7          3) 1,3          4) 3,3          5) 2,7 
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Рис. 1
Сначала отметим, что в условии задачи было сказано, что стороны четырёхугольника последовательно равны 7, 9, 13, 11. Слово «последовательно» лишнее, так как четырёхугольник описан около окружности, поэтому суммы противоположных его сторон равны. Эти суммы равны 7 + 13 и 9 + 11, из чего следует, что стороны четырёхугольника при обходе по (или против) часовой стрелки последовательно равны 7, 9, 13, 11.

1-й способ. Обозначим четырёхугольник ABCD, пусть AB = 7, BC = 9, CD = 13, AD = 11. Четырёхугольник ABCD вписанный, поэтому ∠A + ∠С = 180°. Обозначим ∠C = [image: image3.png]


, тогда ∠A = 180° – [image: image5.png]


 (рис. 1). 

Проведём радиусы окружности OM, ON, OK, OL в точки касания со сторонами AB, BC, CD, AD соответственно. Пусть [image: image7.png]


 — радиус окружности.
В четырёхугольнике AMOL углы M и L — прямые, поэтому сумма углов A и O равна 180°. Тогда ∠MOL = [image: image9.png]


. На рисунке углы, равные [image: image11.png]


, выделены цветом.
Применим два раза теорему косинусов для вычисления квадрата BD:
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Обозначим AM = AL = x, тогда DL = DK = 11 – x, CK = CN = 2 + x. 

Применим два раза теорему косинусов для вычисления квадрата ML:
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откуда следует, что [image: image38.png]117
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.
Применим два раза теорему косинусов для вычисления квадрата KN:
[image: image40.png]r2 +r?—



 2[image: image42.png]r2cos(180° — @) = (x + 2)% + (x + 2)% —



 2[image: image44.png](x +2)%cosa



,
[image: image46.png]2r% +



 2[image: image48.png]2,20 _ 2 _ 2,20
r 97—2(x+2) 2(x+2) 5



,

[image: image50.png]117 o _ 777 2
= ( +2)



.
Заменив в этом равенстве [image: image52.png]


, получим равенство
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Так как x > 0, то 117x = 77(x + 2), откуда следует, что x = [image: image58.png]17



. 

Тогда A​M = [image: image60.png]17



, MB =[image: image62.png]


, [image: image64.png]|AM — MB| =



0,7.
Ответ. 2).
Не сказать, что решение получилось более простое, но в нём меньше применяемых теоретических фактов. Вот и славно! Но оказывается, что задача решается и без теоремы косинусов — применением подобия двух пар треугольников. Приведём решение без ссылки на 1-й способ.
2-й способ. Обозначим четырёхугольник ABCD, пусть AB = 7, BC = 9, CD = 13, AD = 11. Четырёхугольник ABCD вписанный, поэтому 
∠A + ∠С = 180°. Обозначим ∠C = [image: image66.png]


, тогда ∠A = 180° – [image: image68.png]


. 

Проведём радиусы окружности OM, ON, OK, OL в точки касания со сторонами AB, BC, CD, AD соответственно. Пусть [image: image70.png]


 — радиус окружности.
В четырёхугольнике AMOL углы M и L — прямые, поэтому сумма углов A и O равна 180°. Тогда ∠MOL = [image: image72.png]


. Половины равных углов равны, следовательно, прямоугольные треугольники AOM и OCN подобны.

Аналогично доказывается подобие треугольников BON и ODK.
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         Рис. 2

Обозначим AM = AL = x, тогда MB = BN = 7 – x, CK = CN = 2 + x, 
DL = DK = 11 – x (рис. 2). 
Из подобия первой пары треугольников имеем: AM : ON = MO : NC, что даёт уравнение x : r = r : (x + 2), или [image: image74.png]


.
Из подобия второй пары треугольников имеем: BN : OK = NO : KD, что даёт уравнение (7 – x) : r = r : (11 – x), или [image: image76.png]


 + 77.

Приравняв выражения [image: image78.png]x? + 2x



 и [image: image80.png]x? — 18x



 + 77, получим, что [image: image82.png]


 = [image: image84.png]17



. 

Тогда A​M = [image: image86.png]17



, MB =[image: image88.png]


, [image: image90.png]|AM — MB| =



0,7.

Ответ. 2).

А теперь решим задачу на доказательство.

2. Около четырёхугольника ABCD, в котором AB = a, AD = d, описана окружность. M и N — точки касания вписанной в него окружности со сторонами AB и AD. Докажите, что AM = AN = [image: image92.png]


, где p — полупериметр четырёхугольника ABCD.
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                       Рис. 3

При решении задачи 1 вторым способом было доказано подобие двух пар треугольников. Повторив те же рассуждения, получим, что прямоугольные треугольники AOM и OCN подобны, аналогично треугольники BON и ODK подобны. 

Из пропорции x : r = r : (b – a + x) получим [image: image94.png]r?2 = x? + bx — ax



. 

Из пропорции (a – x) : r = r : (d – x) получим [image: image96.png]2 —ax —dx +ad




.

Из уравнения [image: image98.png]x? + bx — ax
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 получим [image: image102.png]


 [image: image104.png]ad
b+d




.
Учитывая, что b + d = p, окончательно имеем [image: image106.png]
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, что и требовалось доказать.
Один из комментаторов упомянутой выше статьи предложил решить задачу 1 при помощи факта, который мы сейчас докажем.
3. Около четырёхугольника ABCD, длины сторон которого a, b, c, d, описана окружность и в него вписана окружность. Докажите, что площадь этого четырёхугольника равна [image: image110.png]Vabcd



.
При решении задачи 2 доказано, что AM = [image: image112.png]


, аналогично доказывается, что CN = [image: image114.png]bc



.
Из подобия треугольников AOM и OCN имеем: AM : r = r : CN, откуда следует, что [image: image116.png]r2= AM-CN



 = [image: image118.png]


 = [image: image120.png]abcd




, или ([image: image122.png]pr)? = abcd



.
Учитывая, что площадь S четырёхугольника ABCD равна 
[image: image124.png]


 = pr,
окончательно имеем: [image: image126.png]


 pr[image: image128.png]= +Vabcd



, что и требовалось доказать.
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