Вокруг одного иррационального уравнения

Не так давно со знакомой учительницей математики мы обсуждали необычный способ решения такой задачи. 
1. Решите уравнение: 

[image: image2.png]Vi—Vi+x=x



.





(1)
Этот способ решения она нашла в Интернете, мы рассмотрим его в конце заметки. А пока применим стандартный способ решения уравнения: возведём в квадрат, уединим корень, возведём в квадрат.

Обе части уравнения (1) неотрицательны, поэтому [image: image4.png]


. 
Так как [image: image6.png]4+ x



 [image: image8.png]


, то [image: image10.png]4 —V4+x



 [image: image12.png]


, поэтому [image: image14.png]4—V4+x



 [image: image16.png]


. 
То есть x ∈ [0; [image: image18.png]


].
Возведём в квадрат уравнение (1) и уединим корень:

[image: image20.png]4 —x2 =
x* =4 +x



.





(2)


Обе части уравнения (2) неотрицательны, возведём его в квадрат:

[image: image22.png]16 —8x% +x* =4 +x



,






[image: image24.png]x*—8x?—x+12=0.








(3)
Для решения уравнения (3) покажем несколько способов.

Способ 1. Если уравнение (3) имеет рациональные корни, то так как при старшем члене многочлена коэффициенте равен 1, то этот корень целый. Но ни 0, ни 1 не являются корнями уравнения (3). 

Чтобы искать иррациональные корни, предположим, что левую часть уравнения (3) можно записать в виде произведения двух квадратных трёхчленов:

[image: image26.png](x? +
ax
+
b
) (x? +
mx
+
n) =
=0






[image: image28.png]x*+ (a +m)x® + (am+ b + n)x? + (an + bm)x + bn = 0.




(4)

Многочлены в левых частях уравнений (3) и (4) равны тогда и только тогда, когда равны их коэффициенты при соответствующих степенях неизвестного. Дальше составим систему:

[image: image29.png]a+m=0
am+b+n=-8
an+bm=-1
bn = 12.




После замены m на –a имеем:
[image: image30.png]m=-—-a
—a’?+b+n=-8
a(n—b)=-1
bn = 12.




Если есть целочисленное решение системы, то |a| = 1 и |n – b| = 1. Пробуем b = –3, n = –4, тогда a = 1, m = –1. Убеждаемся, что это решение системы. Достаточно найти одно решение, второе соответствует другому порядку квадратных трёхчленов в произведении.

Дальше решаем два квадратных уравнения  
1) [image: image32.png]x?+x—3=0



 
и
2) [image: image34.png]x?—x—4=




Уравнение 1) имеет единственный корень [image: image36.png]-1+V13



, принадлежащий отрезку [0; [image: image38.png]


], а корни второго уравнения не принадлежат этому отрезку[image: image40.png]


 

Итак, уравнение (1) имеет единственный корень [image: image42.png]-1+V13



.

Способ 2 (автора статьи [1]). Перепишем уравнение (4) в виде

[image: image44.png]4+x—x>=E+x+x



,

[image: image45.png](\/4—+x)z—x2=\/4-+x+x,




[image: image47.png]Va+x+x)(Vd+x—x)=Vd+x+x



.


(5)


На отрезке [0; [image: image49.png]


] функция [image: image51.png]V4 +x+x



 положительна, поэтому, разделив уравнение на эту функцию, получим уравнение
[image: image53.png]Vi+x—x=1



,





(6)


равносильное уравнению (5) на отрезке [0; [image: image55.png]


]. 

Дальше стандартные шаги: уединим корень, возведём уравнение в квадрат… Уравнение (6) и равносильное ему на отрезке [0; [image: image57.png]


] уравнение (1) имеют единственный корень [image: image59.png]-1+V13



.

В комментариях к статье [1] приведены ещё два остроумных способа решения уравнения (1). приведём их для пополнения копилки методов решения уравнений тех, кто готовится к экзаменам.
[image: image1.png]Vi—Vi+x=x



Способ 3.
\Способ 4.
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А теперь приведём способ решения уравнения (2), упомянутый в начале нашей заметки.
Способ 5 (Валерий Волков).
Обозначим буквой t число 4 в уравнении (2):
[image: image62.png]t —x2 =
=+t+x









(7)


и решим уравнение (7) относительно t.
Возведём уравнение в квадрат (обе его части неотрицательны):
[image: image64.png]t2
— 2tx?
tx? + x4



 = [image: image66.png]t + x,




[image: image68.png]t2— 2x*+ Dt+x*—x =0,







(8)
Решив это квадратное относительно t уравнение получим два его корня:

[image: image70.png]ti=x*+x+1



 и [image: image72.png]t,=x%—x





 Осталось решить два уравнения и отобрать корни, принадлежащие отрезку [0; [image: image74.png]


]. 

3) [image: image76.png]x?+x+1=4



 
и
4) [image: image78.png]x?—x =4



.
Это те же уравнения 1) и 2) которые мы решали выше. Уравнение 3) имеет единственный корень [image: image80.png]-1+V13



, принадлежащий отрезку [0; [image: image82.png]


], а корни уравнения 4) не принадлежат этому отрезку. 
Итак, уравнение (1) имеет единственный корень [image: image84.png]-1+V13



.

Ответ. [image: image86.png]-1+V13




А теперь проверьте себя, решив уравнение каким-то из описанных способов.

2. Решите уравнение: 

[image: image88.png]V5 —V5+x=x



.






И ещё один вопрос: а не связано ли решение этого уравнения с вычислением значения числового выражения, содержащего бесконечное число корней: 

[image: image90.png]


?

Источник. 1. Хитрая задача с корнем. https://zen.yandex.ru/media/id/5db0121f43fdc000b163a4dc/hitraia-zadacha-s-kornem-60ec586d307fa83ad6a5e642
Дополнение. После публикации заметки на сайте наш внимательный читатель предложил ещё один способ разложения на множители уравнения четвёртой степени «практически даром». Вы же помните, что стандартный приём (способ 1) был не самым простым. Правда, его предложение требует знания того, что если функция f (x) возрастает на некотором промежутке и множество её значений входит в область её определения, то уравнение 
f (f (x)) = x равносильно уравнению f (x) = x. Подробнее про такие уравнения можно прочитать в статье из журнала «Математика в школе» (7/2002):
О решении уравнения вида f (f (x)) = x. (М.К. Потапов, А.В. Шевкин). 
Итак, рассмотрим уравнение 

 [image: image92.png]Vi+Vd+x=x



.





(9)

Рассмотрим функцию f (x) = [image: image94.png]4+ x



 на промежутке [0; +∞). Она возрастает на промежутке и множество её значений входит в область её определения, поэтому уравнение (9) равносильно уравнению 

 [image: image96.png]V4 +x =x



.






(10)

Возведём уравнение (10) в квадрат и приведём полученное уравнение к виду: [image: image98.png]x?—x—4=




Это встречавшееся нам уравнение 2). Оба его иррациональных корня являются корнями уравнения (10), а значит, и равносильного ему уравнения (9). Следовательно, многочлен [image: image100.png]x?—x—4



 входит в разложение на множители уравнения, которое получим последовательным возведением уравнения (9) в квадрат с уединением корня:

[image: image102.png]44+V4+x



 [image: image104.png]


,

[image: image106.png]


 [image: image108.png]= —Vi+x



,

[image: image110.png]x*—8x?—x+12=0.









Мы получили знакомое уравнение (3), в разложении которого есть многочлен разложением [image: image112.png]x? —x — 4.



 Осталось разделить многочлен 
[image: image114.png]x* —8x% —x + 12



 на многочлен [image: image116.png]x?—x—4



, и мы получаем разложение многочлена четвёртой степени на множители:

 [image: image118.png]x*—8x?—x+12=(x*—x—4)(x*+x—3)



.
Дальше решаем те же два квадратных уравнения  

1) [image: image120.png]x?+x—3=0



 
и
2) [image: image122.png]x2—x—4=0




и отбираем среди найденных корней корни уравнения (1).
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