Площади и объёмы. Теорема Менелая
Шевкин А.В., avshevkin@mail.ru
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Повторим основные факты, которые будем использовать в решении задач.

Теорема 1. Пусть дан треугольник ABC и на его сторонах AB и AC взяты точки M и N соответственно. Если AM = mAB, AN = nAC, то SAMN = mnSABC.  
Доказательство. 
SAMN = 0,5 [image: image2.png]-AM - AN -sinA



 =  0,5 [image: image4.png]-mAB - nAC -sinA



 = mnSABC, что и требовалось доказать.

1. В трапеции ABCD большее основание AD в k раз больше меньшего BC. Диагонали трапеции пересекаются в точке O. Какую часть площади трапеции составляет сумма площадей треугольников ABO и CDO?

[image: image296.png]


Пусть SBOC = S. Так как AD : BC = k, то из подобия треугольни​ков BOC и DOA следует, что SABO : S = AO : OC = AD : BC = k, поэтому SABO = kS; SADO : kS = DO : OB = AD : BC = k, поэтому SADO = [image: image6.png]k2



S.

Cумма площадей треугольников ABO и CDO составляет
[image: image8.png]2kS 2k
kzs+2ks+s (k+1)2




 от площади трапеции ABCD.
Ответ. [image: image10.png]2k
(k+1)2




.
2. В треугольнике ABC проведена медиана BM, точки K и L делят сторону BC на три равные части: BK = KL = LC. Отрезки BM, AK, AL делят треугольник ABC на шесть частей, три из которых закрасили (см. рис.).  Какую часть площади треугольника ABC составляет сумма площадей закрашенных фигур?

[image: image297.png]


Через точки K и L проведём прямые, параллельные BM, они разделят отрезок MC на три равные части. Затем отрезок AM разделим на три равные части и через точки деления проведём прямые, параллельные BM, они, по теореме Фалеса, разделят каждый из отрезков AO и AP на три равные части. Тогда AO : OL = 3 : 2 и AP : PK = 3 : 1. Пусть SABC = S. Тогда площади треугольников ABK, AKL и ALC равны [image: image12.png]


. По теореме 1 имеем:
SAOM = [image: image14.png]


 [image: image16.png]ol w

W I =



 = [image: image18.png]


. Тогда SMOLC = [image: image20.png]


 [image: image22.png]


 = [image: image24.png]


. 

SAPO = [image: image26.png]


 [image: image28.png]ol w
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 = [image: image30.png]


. SBPK = [image: image32.png]


 [image: image34.png]


 = [image: image36.png]


. 

Сумма площадей закрашенных фигур равна 

[image: image38.png]7 3 1 7
—S+-S+=5==S5



, она составляет [image: image40.png]


 от площади треугольника ABC.
[image: image298.png]


Ответ. [image: image42.png]


.

Рассмотрим задачу с просторов Интернета.

3. Диагональ квадрата поделена на четыре равные части, через точки деления проведены три отрезка, как показано на рисунке. Какую часть площади квадрата составляет сумма площадей закрашенных фигур?

Простая школьная геометрическая головоломка из Англии, над которой и взрослые ломают голову
Четыре маленьких треугольника (два закрашенных и два не закрашенных) равновелики. Если им поменять раскраску, то окажется закрашенным параллелограмм, площадь которого составляет [image: image44.png]


 площади квадрата (докажите).
Ответ. [image: image46.png]


.

А это задача для терпеливых читателей — решать, так решать!
[image: image299.png]LN



4. Точки M и N делят сторону BC параллело​грамма ABCD на три равные части, а точка K — сторону AD пополам (см. рис.). Какую часть площади параллелограмма составляет сумма площадей закрашенных фигур?

Пусть BM = MN = NC = 2a, тогда AK = KD = 3a. 
Пусть SABCD = S, тогда SAMK = SKND = [image: image48.png]


S, а SMKN = SNDC = [image: image50.png]


S. 
Из подобия треугольников получаем: 
1) [image: image52.png]NX _ NC _ 2a _ 1
YD AD _ 6a 3



, NX = [image: image54.png]L ND
4



, XD = [image: image56.png]2 ND
4



, SDXC = [image: image58.png]=W

o =



 = [image: image60.png]


; 

2) [image: image62.png]NY _ NC _ 2a _ 2
VK  AK _ 3a 3



, NY = [image: image64.png]2 NK
3



, KY = [image: image66.png]3
ENK



, SNXY = [image: image68.png]


 = [image: image70.png]


; 

3) [image: image72.png]KZ _ AK _ 3a _3
M MC  Aaq 4



, KZ = [image: image74.png]2 MK
7



, MZ = [image: image76.png]* MK
7



, SKYZ = [image: image78.png]


 = [image: image80.png]


; SAMZ = [image: image82.png]N

1



 = [image: image84.png]


. 
Сумма площадей закрашенных фигур равна [image: image86.png]1 1 3 1 47
S+ -S+-S+-5=—S§



, она составляет [image: image88.png]140



 от площади параллелограмма.

Ответ. [image: image90.png]140



.

Теорема 2 (Менелая). Пусть дан треугольник ABC и на его сторонах AC и CВ отмечены точки B1 и A1 соответственно, а на продолжении стороны AB за точку B отмечена точка C1. 

а) Если точки А1, B1 и С1 лежат на одной прямой, то 
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б) Если верно равенство (1), то точки А1, B1 и С1 лежат на одной прямой. 

[image: image300.png]


Доказательство. Идея доказательства заключается в замене отношения длин отрезков из равенства (1) отношениями площадей треугольников.

а) Пусть точки А1, B1 и С1 лежат на одной прямой. Соединим точки C и C1. Обозначим площади треугольников S1, S2, S3, S4, S5, как на рисунке. 

Тогда справедливы равенства 
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Перемножив равенства (2), получим:
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Утверждение а) теоремы Менелая доказано. 
Доказательство утверждения б) проводится от противного. 

Рассмотрим задачу из сборника для подготовки к ЕГЭ [1, вариант 6, № 16]. Покажем способы её решения с применением теоремы Менелая и без неё.
5. Точки B1 и С1 лежат соответственно на сторонах AC и AB треугольника ABC, причём АB1 : B1C = АC1 : C1B. Прямые BB1 и CC1 пересекаются в точке O.
а) Докажите, что прямая AO делит пополам сторону BC.

б) Найдите отношение площади четырёхугольника АB1OC1 к площади треугольника ABC, если известно, что АB1 : B1C = АC1 : C1B = 1 : 4.
Способ I. а) Обозначим АB1 = mx, B1C = nx, АC1 = my, C1B = ny. 

[image: image301.png]


Применим теорему Менелая для треугольника ABB1 и секущей CC1:
[image: image97.png]AC,
C.B



 ∙ [image: image99.png]BO B\ _ 4
OB, CA



. Получим [image: image101.png]


.
Применим теорему Менелая для треугольника CBB1 и секущей AK:
[image: image103.png]0B,



 ∙ [image: image105.png]BiA CK _
AC KB



. Получим [image: image107.png]


, откуда следует, что CK = KB, то есть прямая AO делит пополам сторону BC, что и требовалось доказать.
б) Пусть SABC = S. Так как АB1 : B1C = 1 : 4, то АB1 : AC = 1 : 5 и [image: image109.png]SABB,



 = [image: image111.png]


S. Применим теорему Менелая для треугольника ACC1 и секущей BB1:
[image: image113.png]


. Получим [image: image115.png]


, откуда следует, что [image: image117.png]0B,



 = [image: image119.png]


, следовательно, 
[image: image121.png]


, тогда [image: image123.png]Spoc,



 = [image: image125.png]bl o

o I

. 51415‘15‘1



 = [image: image127.png]winN

|



S = [image: image129.png]


S. Тогда площадь четырёхугольника АB1OC1 равна [image: image131.png]1

ls—Zs=1Ls

15



.
Способ II. а) Пусть АB1 : B1C = АC1 : C1B = m : n, тогда АB1 : AC = АC1 : AB = [image: image133.png]m<+n



. 

Пусть SABC = S, тогда  [image: image135.png]SABB,



= [image: image137.png]Sacc,



= [image: image139.png]m<+n



S. Равные площади треугольников ABB1 и ACC1 разделены в одном и том же отношении m : n, поэтому [image: image141.png]Sa0B,



= [image: image143.png]Saoc,



и [image: image145.png]Scos,



= [image: image147.png]Spoc,



. Тогда [image: image149.png]SAUB



 = [image: image151.png]SAUC



. Равновеликие треугольники[image: image153.png]AOB



 и[image: image155.png]AOC



 имеют общее основание AO, значит, их высоты, проведённые к этому основанию, равны. Но эти равные высоты являются высотами треугольников [image: image157.png]KOB



 и[image: image159.png]KocC



 с общим основанием KO, значит, [image: image161.png]SKUB



= [image: image163.png]SKOC



.

Равновеликие треугольники[image: image165.png]KOB



 и[image: image167.png]KocC



 имеют общую вершину K и основания BK и KC, лежащие на одной прямой. Следовательно, BK = KC, что и требовалось доказать.
б) Так как АB1 : B1C = 1 : 4, то АB1 : AC = 1 : 5 и [image: image169.png]SABB,



 = [image: image171.png]


S. Так как [image: image173.png]Sa0B,



= [image: image175.png]Saoc,



 и 
[image: image177.png]Spoc,



 [image: image179.png]= 4’51wc1



, то [image: image181.png]SABBI = ZSAOC1



+[image: image183.png]1
4’51wc1 =z



S. 

Откуда получим, что [image: image185.png]1
SABIUCI = ZSAOC1 = ES



.

Ответ. б) [image: image187.png]


.

Переходим к вычислению объёмов пространственных тел. Считаем, что формулы объёмов призмы и пирамиды уже изучены.
[image: image302.png]


Теорема 3. Точки M, N и K взяты соответственно на сторонах SA, SB и SC пирамиды SABC. Если SM = mSA, 
SN [image: image189.png]


 nSB, SK [image: image191.png]


 kSC, то VSKMN [image: image193.png]


 kmn[image: image195.png]


VSABC.  

Доказательство. Рассмотрим пирамиду ABCS. Пусть её высота AO, проведённая к основанию BCS, имеет длину H. 
В плоскости SAO проведём высоту MP к основанию KNS пирамиды MKNS. Из подобия треугольников AOS и MPS следует, что MP [image: image197.png]


 mH. 

Из теоремы 1 следует, что SNKS [image: image199.png]


 knSBCS. Тогда 
VMNKS  [image: image201.png]0 | =



 SNKS[image: image203.png]


 MP [image: image205.png]0 | =



 nkSBCS[image: image207.png]


 mH [image: image209.png]


kmn[image: image211.png]


VSABC, что и требовалось доказать.

6. Точки M, N и K взяты соответственно на сторонах SA, SB и SC пирамиды SABC и SM : MA = 4 : 3, SN : NB = 3 : 2, SK : KC = 2 : 1. Определите, в каком отношении плоскость MNK делит объём пирамиды SABC.  

Из условия задачи следует, что SM = [image: image213.png]


SA, SN = [image: image215.png]


SB, SK = [image: image217.png]


SC. Следовательно, 
VSMNK = [image: image219.png]


 [image: image221.png]


 [image: image223.png]


 [image: image225.png]W 1



VSABC = [image: image227.png]


 VSABC. Мы нашли объём части пирамиды SABC, которая на рисунке закрашена. Объём другой части пирамиды SABC равен [image: image229.png]


 VSABC. Следовательно, плоскость MNK делит объём пирамиды в отношении [image: image231.png]


 : [image: image233.png]


 = 8 : 35.

Ответ. 8 : 35.

7. В кубе ABCDA1B1C1D1 отметили точки M и N — середины сторон основания AB и BC соответственно. Определите, в каком отношении плоскость D1MN делит объём куба.  

[image: image303.png]ny ny

G G

A mx B nx C 4 mx B nx



Строим сечение куба плоскостью D1MN. Эта плоскость пересекает плоскость ABC по прямой MN. Прямая MN пересекает AD в точке X, DC в точке Y. Прямая D1X пересекает AA1 в точке K, прямая D1Y пересекает CC1 в точке L. Строим отрезки LN и MK. 
D1LNMK — искомое сечение. 
Так как M и N — середины отрезков AB и BC соответственно, то MB = BN = 0,5a, где 
a — длина ребра куба, и острые углы треугольника MBN содержат по 45[image: image235.png]


. Тогда треугольники XAM и NCY равны треугольнику MBN по стороне и двум прилежащим к ней углам, XA = AM = NC = CY = 0,5a. Из подобия треугольников D1DY и LCY следует, что 
LC = [image: image237.png]


a, аналогично KA = [image: image239.png]


a. Объём пирамиды D1DXY равен [image: image241.png]-a
8



, объём каждой из подобных пирамид KAMX и LCYN в 27 раз меньше и равен [image: image243.png]


. Объём части пирамиды D1DXY, заключённой внутри куба равен [image: image245.png]


, объём оставшейся части куба равен [image: image247.png]25 3 _ 47



, отношение объёмов частей куба равно 25 : 47.
Ответ. 25 : 47.

8. На боковых рёбрах SD, SC, SB правильной четырёхугольной пирамиде SABCD отметили точки K, L и M соответственно. K — середина ребра SD, SL : LC = 2 : 1, 
SM : MB = 3 : 1. Определите, в каком отношении плоскость KLM делит объём пирамиды.  

Строим сечение пирамиды плоскостью KLM. Прямая KL пересекает DC в точке X, прямая LM пересекает BC в точке Y, XY — след секущей плоскости. Прямая AB пересекает XY в точке Z, прямая ZM пересекает SA в точке N, строим отрезок NK, KLMN — искомое сечение. 
[image: image304.png]


Обозначим сторону основания пирамиды a, её объём V. Тогда объём пирамиды SKLM равен [image: image249.png]=



 [image: image251.png]


V. 
Применим теорему Менелая для треугольника SDC и секущей KX: 
[image: image253.png]SL
LC



 [image: image255.png]CX DK _
YD KS




 откуда получим, что [image: image257.png]X _

YD

U



, [image: image259.png]CX=a



.
Применим теорему Менелая для треугольника SCB и секущей LY: 
 [image: image261.png]SL
LC



 [image: image263.png]cY BM _
vB MS




 откуда получим, что [image: image265.png]cy _

YB

SR



, [image: image267.png]BY = 2a



.

Из подобия треугольников CXY и BZY следует, что BZ = [image: image269.png]


.
Применим теорему Менелая для треугольника SAB и секущей NZ: [image: image271.png]SM
MB



 [image: image273.png]BZ AN _
74 NS




 откуда получим, что [image: image275.png]AN _

NS



, значит, [image: image277.png]SN =254



. Тогда объём пирамиды SKML равен 
[image: image279.png]=



 [image: image281.png]


V.

Объём пирамиды SKLMN равен [image: image283.png]


V + [image: image285.png]


V = [image: image287.png]


V. Объём оставшейся части пирамиды SKLMN равен V – [image: image289.png]


V = [image: image291.png]


V, отношение объёмов частей пирамиды SKLMN равно 5 : 17.
Ответ. 5 : 17.

Задачи для самостоятельного решения
9. Докажите теорему Менелая, используя: а) теорему о пропорциональных отрезках; б) подобие треугольников.

10. Точки M и N делят боковое ребро SA пирамиды SABC на три равные части. Определите, какую часть объёма пирамиды SABC составляет объём пирамиды MBCN.  

Ответ. [image: image293.png]


.

11. Точки M и N делят боковое ребро SA пирамиды SABC на три равные части: 
AM = MN = NS. Точки L и K делят ребро SB на три равные части: BL = LK = KS. Точки P и O делят ребро SС пирамиды SABC на три равные части: CP = PO = OS. Определите, какую часть объёма пирамиды SABC составляет объём усечённой пирамиды NKOMLP.  

Ответ. [image: image295.png]


.

12. В кубе ABCDA1B1C1D1 отметили точку M — середину стороны основания куба BC, и точку N на стороне AB, AN : NB = 1 : 2. Определите, в каком отношении плоскость D1MN делит объём куба.  

Ответ. 29 : 61.
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