Окружности в квадрате и квадраты в окружности
Начнём с подготовительной задачи, результат которой полезно запомнить. Мы им воспользуемся при решении следующих задач.
[image: image1.png]2VRr



1. К двум окружностям радиусов R и r, касающимся друг друга внешним образом, проведена общая внешняя касательная. Найдите длину этой касательной.
Рис. 1
Пусть AB — общая внешняя касательная двух окружностей с центрами M и N, касающихся внешним образом. Проведём радиусы MA и NB в точки касания. Получим прямоугольную трапецию ABNM (рис. 1).

В трапеции надо провести высоту MK и по теореме Пифагора найти катет MK, равный AB, по известным гипотенузе R + r и катету R – r. Получим AB = [image: image2.png]2VRr



.

Ответ. [image: image4.png]2VRr



.

2. Можно ли внутри квадрата разместить три окружности разных радиусов так, чтобы они попарно касались друг друга внешним образом, и каждая касалась двух сторон квадрата.
Предположим, что такое размещение возможно. Тогда для двух окружностей радиуса R и r, касающихся одной стороны квадрата, длина этой стороны выражается формулой [image: image6.png]R+7r+2VRr =



 [image: image8.png](VR +Vr)?



. Для другой стороны квадрата её длина выражается формулой [image: image10.png](VR +/p)?



, где p — радиус третьей окружности. 

Так как стороны квадрата равны, то верно равенство 

[image: image12.png](VR +Vr)? = (VR + /p)?



,

из которого следует, что r = p, то есть у двух окружностей радиусы равны, а это противоречит условию задачи. Следовательно, наше предположение неверно, поэтому выполнить требуемое нельзя.

Ответ. Нельзя.
3. В окружности провели произвольную хорду AB. Она разбила круг, ограниченный данной окружностью на два сегмента. В каждый из них вписана окружность наибольшего радиуса. К этим окружностям провели внешнюю касательную CD. Найдите отношение AB : CD.
Провели произвольную хорду, а искомое отношение не зависит от её положения. Рассмотрим на крайний случай. Пусть хорда AB является диаметром данной окружности (рис. 2). 

Тогда диаметры двух вписанных окружностей равны и равны половине диаметра данной окружности, поэтому искомое отношение равно 2 : 1.
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  Рис. 2 
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Рассмотрение крайнего случая является полезным способом проверки полученного результата, но не является решением задачи. Переходим к её решению.

Рис. 3

Проведём диаметр MN, перпендикулярный хорде AB. Он разделит хорду AB пополам: AK = KB. По теореме об отрезках двух пересекающихся хорд имеем: AK ∙ KB = MK ∙ NK. Проведём внешнюю касательную CD (рис. 3). 
Тогда [image: image14.png]AK?



= 4Rr, AK = [image: image16.png]2VRr



, но, как мы доказали в задаче 1, 
CD = [image: image18.png]2VRr



. Следовательно, AK = CD, AB = 2CD, поэтому искомое отношение AB : CD равно 2 : 1.
Ответ. 2 : 1.

4. В окружности провели хорду AB. Она разбила круг, ограниченный данной окружностью на два сегмента. В один из них вписана окружность наибольшего радиуса, в другой — квадрат, две вершины которого лежат на данной окружности, а две другие на хорде AB. Известно, что сторона квадрата и радиус вписанной окружности равны. Найдите отношение радиуса данной окружности к стороне квадрата.
В окружности с центром O проведём диаметр MN, перпендикулярный хорде AB. Он разделит хорду AB пополам: AK = KB. Обозначим сторону квадрата и радиус меньшей окружности a, радиус данной окружности — R (рис. 4).
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         Рис. 4

Тогда OP = 2a – R, по теореме Пифагора имеем:

[image: image20.png]R? = (0,5a)% + (3a — R)?



,

 [image: image22.png]R? = 9,25a% — 6aR + R?



,

[image: image24.png]6R = 9,25a



,

откуда следует, что R : a = 37 : 24.

Ответ. 37 : 24.
Теперь рассмотрим решение задачи, предложенной в 2021 году для подготовки к экзамену в МФТИ [1].

5. Хорда окружности, удалённая от центра на расстояние 15, разбивает окружность на два сегмента, в каждый из которых вписан квадрат. Найдите разность сторон квадратов.
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Замечание. Хорда окружности разбивает её на две дуги. Она же разбивает круг, ограниченный этой окружностью, на два сегмента. Разумеется, фигуры мы вписываем не в сегмент, а в ограничивающую его фигуру, состоящую из хорды и дуги окружности. Совсем обойтись без вольности речи трудно, текст задания разбухает, но в конкурсных задачах хотелось бы видеть меньше вольностей речи.




         Рис. 5

В окружности с центром O проведём диаметр MN, перпендикулярный хорде AB. Он разделит хорду AB пополам: AK = KB, OK = 15. Обозначим стороны квадратов a и b (a > b), радиус данной окружности — R (рис. 5).
Тогда по теореме Пифагора имеем:

[image: image26.png]R? = (0,5a)% + (a — 15)?



,


(1)

[image: image28.png]R? = (0,5bh) + (b + 15)?



.


(2)
Приравняв правые части равенств (1) и (2), имеем:
[image: image30.png]1,25a% — 30a + 225 = 1,25b% + 30b + 225



,

[image: image32.png]1,25(a? — b?) —30(a+b) = 0



,

 [image: image34.png](a+b)((a—b)—24)=0



.
Так как [image: image36.png]a+b>0



, то [image: image38.png]


 = 24.

Ответ. 24.
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Дополнение. После публикации данной заметки в Интернете нашлось длинное решение задачи, которая решается коротко по формуле из задачи 1. Тем самым получено подтверждение пользы этой формулы.
Вот задача со страницы Ещё одно решение 25-го задания ОГЭ на вневписанную окружность (P.S.: Боящимся громоздких вычислений не заходить)
6. Основание AC равнобедренного треугольника ABC равно 72. Окружность радиусом 54 с центром вне этого треугольника касается продолжений боковых сторон треугольника и касается основания AC. Найдите радиус окружности, вписанной в треугольник ABC.
Дополнительные построения к авторскому рисунку сделаны чёрным цветом. 
Так как в равнобедренном треугольнике центр вписанной окружности лежит на медиане, проведенной в основанию этого треугольника, то AR = CR = 72 : 2 = 36. 
По свойству касательных к окружности имеем: CE = CR = CD = 36, тогда ED = 72. Обозначим искомый радиус r и выразим ED через радиусы двух окружностей: 
ED = [image: image40.png]2v/54r



. Теперь из уравнения [image: image42.png]2V54r =72



 найдём: r = 24.
Ответ. 24.
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