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О пропедевтике действий 
с отрицательными числами
А. В. Шевкин (Москва)
Изучение отрицательных чисел остаётся одним из самых сложных вопросов программы V – VI классов. Тому есть несколько причин. 
Во-первых, традиционно отрицательные числа изучаются после обыкновенных и десятичных дробей — к этой схеме с 1990 г. возвращается и учебник Н. Я. Виленкина и др. При таком порядке изучения усвоение правил нахождения знака результата осложняется наличием различных алгоритмов выполнения действий с модулями. Во-вторых, в отличие от натуральных чисел и дробей изучение отрицательных чисел не опирается на предшествующий опыт пред​метной деятель​ности, подводящий учащихся к пониманию правил действий с этими числами. В-третьих, изучение действий с отрицатель​ными числами обычно совмещается с приобре​тением учащимися недостающего опыта, т. е. собственно изучение действий с числами и их пропедевтика неразличимы в общей канве изложения. В результате оно носит рецептур​ный характер, что мало способствует общему развитию учащихся. Кроме того, при изучении сложения и вычитания преобладает опора на порядковый аспект числа (шкала термометра, координатная ось), что затрудняет переход к действиям. 
На это обстоятельство обратил внимание И. В. Арнольд в книге «Отрицательные числа в курсе алгебры» (1947). Он писал, что числовые отметки на шкале температуры, так же как и номера домов на улице, имеют порядковый смысл: «...если речь идет о температуре в 3°, то неуместно было бы сказать, что она «состоит из температуры в 2° и температуры 1°». 
[image: image2.png]6)

B)




Аналогично обстоит дело и при нумерации точек числовой прямой с помощью отрицательных и положительных чисел: этим устанавливается лишь положение каждой точки относительно выбранного начала, но сложение таких порядковых отметок не отвечает никакой допускающей прямое истолкование операции над соответствующими точками. В отличие от этого имущество «+3 р.» можно считать «состоящим» из +2 р. и +1 р. и, в более общем случае, из наличности 5 р. и 2 р. долгу и т. д.».

Далее И. В. Арнольд пишет: «Для того, чтобы иметь возможность конкретно истолко​вать сложение, нам приходится от показания термометра переходить к разностям темпера​тур, т. е. к характеристикам повышений и понижений температуры с помощью поло​жительных и отрицательных чисел».

Отвлеченный от оси разговор о повышениях и понижениях температуры проходит обычно нормально: учащиеся могут сложить два после​довательные изменения температуры и опре​делить, что получилось в результате — повы​шение или понижение и на сколько градусов. Но как только мы даем иллюстрацию сложе​ния на оси, то неизбежно переходим к сло​жению «разнородных» слагаемых — «отметки» и «изменения», т. е. смешиваем порядковый и количественный аспекты понимания числа. Рассмотрение же примеров с изменениями на +2 и –3 требует постоянного внутреннего пере​вода: повышение на 2 и понижение на 3. Стоит ли удивляться, что этот материал вызывает затруднения у многих учащихся.

Каким же образом можно упростить для уча​щихся изучение отрицательных чисел. Прежде всего, было бы желательно выделить изучение целых чисел отдельным вопросом, что позво​лило бы учащимся усваивать новые правила действий в более простой ситуации с целыми модулями. Изучению действий с отрицатель​ными числами должна предшествовать пропе​девтическая работа, которая может дать учащимся необходимый опыт, подводящий их к пониманию соответствующих правил. Эту рабо​ту следовало бы строить с опорой на коли​чественный аспект числа, ведя рассуждения о наличии и долге или выигрыше и проигрыше. 
Рассмотрим возможный порядок пропедев​тики действий с отрицательными числами, основанный на изучении действий с количест​вами выигрышных и проигрышных очков. Для работы нам потребуются игральные кости — кубики с нанесенными на их гранях обозна​чениями чисел от 1 до 6 (рис. 1). Кубики лучше взять красного и синего цвета (ассоциация по цвету — тепло и холодно). (В данной публи​кации мы будем использовать белый и чёрный цвета из-за ограниченных полиграфических возможностей журнала.)

    Рис. 1
    Рис. 2
              Рис. 3

Цветные кубики будут нужны нам лишь на первом уроке, от них легко перейти к изобра​жению граней, которые можно сделать из цвет​ной бумаги. Если же изображения граней сде​лают для себя и учащиеся, то это даст учителю возможность проводить устный счёт с обратной связью.

Далее мы приводим задания для учащихся.
Весь материал разбит на 4 урока, работать с ним лучше примерно за неделю до перехода к изучению отрицательных чисел. Совсем не тре​буется, чтобы каждый ученик решил все задания и именно за 4 урока. Но учитель должен хорошо спланировать — какие именно задания он берёт для урока, как будет с ними работать, что надо обсудить устно, а что нужно записать в тетрадь. Особое внимание при этом следует уделить имеющимся возможностям обучения школьни​ков записи действий с отрицательными числами, чему способствует определенный смысл, приписываемый знаку числа и теряющийся при его опускании. Имеется также возможность готовить учащихся к усвоению будущих правил действий с отрицательными числами — для этого нужно получаемые выводы формули​ровать близко к тексту соответствующих правил в учебнике.
Урок 1
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В конце телевизионной программы «Время» всегда передают прогноз погоды на завтра. Диктор может сказать: «Завтра в Москве 6° мороза, а в Ленинграде 4° тепла». В это время на экране появится надпись:

В Москве  .  .  .  .  .  .  .  .  .  
 –6°

В Ленинграде .  .  .  .  .  .  .  
+4°

Знак «+», стоящий перед числом градусов, озна​чает тепло, знак «–» — холод. Эти знаки можно использовать для обозначения и других противоположных состояний: наличия и долга, выигрыша и проигрыша и т. п. Например, вместо записи «есть в наличии 5 рублей» или «есть 3 рубля долга» можно написать кратко: +5 руб. или –3 руб. В наших опытах знак «+» будет обозначать выигрыш, а знак «–» — проигрыш. Белый кубик будет показывать выигрышное число очков (на рис. 1 выпал выигрыш 2 очка), чёрный кубик — проигрышное число очков. На рис. 2 показаны квадраты, изображающие верхние грани кубиков. Они показывают выигрыш в 2 очка и проигрыш в 3 очка. Каждое число очков мы будем записывать с соответ​ствующим знаком: +2 и –3.
1. Используя знаки «+» и «–», запишите число очков для каждого случая (рис. 3). Что обозна​чают знаки «+» и «–»?
2. Алёша и Боря играют в такую игру: они бросают по очереди два раза белый кубик и один раз чёрный и т. д. После каждого броска играющий сдвигает свою фишку на соответ​ствующее число делений вправо, если выпадет выигрыш, и влево, если выпадет проигрыш. Начальное положение фишек и результаты первых трёх бросков показаны на рис. 4.
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    Рис. 4
1) В какой точке на координатном луче ока​жется фишка каждого мальчика после первых трёх бросков?
2) Кто из мальчиков сможет победить после четвёртого броска (поставить свою фишку в точку 10) и при каком условии?
3. Бросили два белых кубика, выпало +3 и +4 очка (рис. 5). Всего +7 очков. Будем записывать сумму очков так: (+3) + (+4) = +7 и читать так: «плюс 3 да плюс 4 получится плюс 7». Запишите сумму очков для каждого случая, изображённого на рис. 6. Прочитайте свои записи.

  Рис. 5


Рис. 6

4. С двумя белыми кубиками выполнили несколько опытов. Найдите в каждом случае получившуюся сумму очков: 

а) (+1) + (+2);    б) (+3) + (+6);    в) (+4) + (+1).
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5. Аналогично можно провести опыты с чёрными кубиками. Для каждого случая, изображённого на рис. 7, определите сумму очков и прочтите её. Например, (–5) + (–1) = 
= –6; «минус 5 да минус 1 получится минус 6».
  


Рис. 7
6. С двумя чёрными кубиками выполнили несколько опытов. Для каждого случая найдите сумму очков: 

а) (–3) + (–2);    б) (–4) + (–1);    в) (–2) + (–6).

7. На доске были записаны результаты нескольких опытов. На перемене учитель стёр часть записей. Восстановите записи:
а) (+5) + (+6) =     ;        б) (–5) + (–3) =     ;
в) (+4) + (    ) = +5;          г) (–3) + (    ) = –5;

д) (    ) + (+2) = +3;        е) (    ) + (–6)= –11.

8. В этом задании восстановить записи полностью не удаётся, но определить знак суммы можно. Вспомните, что обозначает знак плюс или минус, и определите знак результата. Сделайте вывод:

а) (+   ) + (+   ) =     ;        б) (–   ) + (–   ) =     .
Выигрыш да выигрыш — получится .  .  .  .  .

Проигрыш да проигрыш — получится  .  .  .  . 

Урок 2
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9. Бросили два кубика разных цветов. Выпало +3 и –5 очков (рис. 8). Очевидно, что сумма очков равна –2, так как проигрышных очков на 2 больше, чем выигрышных. Сумму очков будем записывать так: (+3) + (–5) = –2 и читать так: «плюс 3 да минус 5 получится минус 2». Запишите сумму для каждого случая (рис. 9) и прочитайте полученный результат.
      Рис. 8

               Рис. 9
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10. Может оказаться, что на двух разноцвет​ных кубиках выпало одинаковое число очков. Тогда сумма очков будет равна нулю. Найдите сумму очков в каждом случае (рис. 10).
  Рис. 10 

       Рис. 11
11. Сколько всего возможно случаев, при которых сумма очков равна нулю, в опытах с двумя разноцветными кубиками?

12. Для числа очков +3 есть противополож​ное число очков –3. Назовите число очков, противо​положное для +5, –4, +1, –2 очков.
13. Восстановите стёртые записи:
а) (–4) + (+4) =     ;       б) (–4) + (+5) =     ;

в) (    ) + (+3) = –2;       г) (–5) + (    ) = –9;

д) (+6) + (    ) = +11;     е) (–3) + (    ) = 0;

ж) (    ) + (–6) = –4;       з) (    ) + (+2) = 0.
14. Подберите такое число очков, которое в сумме с –2 очками даст: а) 0 очков; б) выигрыш​ное число очков; в) проигрышное число очков. 
Сколько решений имеет задача в каждом случае?
15. Сформулируйте выводы:
Если выигрышных и проигрышных очков поровну, то получится ________.
Если выигрышных очков больше, то полу​чится ______________________
Если проигрышных очков больше, то полу​чится ______________________

Урок 3

16. Рассмотрите примеры и ответьте на вопрос: верно ли, что сумма очков для любых двух кубиков не зависит от порядка слагаемых?
17. Сумму +3 очка можно образовать двумя выигрышными кубиками одним способом: 
+3 = (+ 1) + (+2).
Перестановка тех же кубиков не считается новым решением задачи. Сколькими спосо​бами можно двумя выигрышными кубиками составить сумму: 
a) +4; б) +7; в) +8; г) +6; д) +9; е) +12 очков?
18. Сколькими способами двумя проигрыш​ными кубиками можно составить сумму: 
а) –2; б) –5; в) –10; г) –3; д) –11 очков?
19. Сколькими способами двумя разноцвет​ными кубиками можно составить сумму: 
а) +5; б) –1; в) +4; г) –2; д) +3 очков?
20. Бросили три выигрышных кубика. К сумме очков первых двух кубиков прибавили число очков третьего кубика. Потом к числу очков первого кубика прибавили сумму очков второго и третьего кубиков. Получатся ли одинаковые результаты? Выполняется ли это свойство для трех кубиков чёрного цвета? А для трёх кубиков разного цвета?
21. Вычислите сумму наиболее простым способом: 
а) (+3) + (–4) + (+4);       б) (–3) + (+5) + (+3).
Урок 4

На рис. 11 показаны два кубика с суммой очков +8. Если один из кубиков убрать, то оставшееся число очков будет разностью первоначальной суммы и числа очков убран​ного кубика. Если убранный кубик вернуть на место, то сумма очков станет прежней. Вычитание очков будем записывать так: 
(+8) – (+2) = +6;    (+8) – (+6) = +2.
22. Выполните вычитание по рис. 12: 
а) (+7) – (+2);   б) (+7) – (+5);   в) (+10) – (+6);
[image: image8.png]Beruects +2 .

P BN

-

(+5) = (+2) =+3

IIpubGaBuTh —2

(+5) + (-2)=+3




г) ( +10) – (+4);  д) (+7) – (+1);  е) (+ 7) – (+6).
  Рис. 12
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23. Запишите по два примера на вычитание для каждого случая (рис. 13). Найдите раз​ность, сделайте проверку сложением.
  Рис. 13

24. Выполните вычитание: 
а) (+6) – (+1);       б) (–9) – (–4); 
в) (–1) – (+3);       г) (+2) – (–3).
25. По рис. 14 убедитесь, что вычитание из некоторой суммы +2 очков можно заменить прибавлением к этой сумме –2 очков.
       Рис. 14
26. Убедитесь на других примерах в верности правила:
Чтобы из одного числа очков вычесть другое, можно к уменьшаемому прибавить число очков, противоположное вычитаемому.

27. С помощью сформулированного выше правила замените вычитание сложением: 
а) (+1) – (+5) = (+1) + (–5); 
б) (+3) – (–3);       
в) (–4) – (–6).
28. Выполните действия: 
а) (+5) – (+1);    б) (+6) – (+5);    в) (+2) – (+5);
г) (–6) – (+1);    д) (–4) – (+2);     е) (+1) – (–3);
ж) (–5) – (–4);    з) (–4) – (–5).
29. Найдите сумму одинаковых слагаемых: 
а) (–3) + (–3) + (–3) + (–3); 
б) (+2) + (+2) + (+2) + (+2) + (+2); 
в) (+6) + (+6) + (+6) + (+6) + (+6) + (+6); 
г) (–5) + (–5) + (–5).
30. Определите число одинаковых слагаемых:
а) (+4) + (+4) + ... + (+4) = +24; 
б) (–3) + (–3) + ... + (–3) = –27; 
в) (+6) + (+6) + ... + (+6) = +42; 
г) (–5) + (–5) + ... + (–5) = –35.
31. Определите, какие одинаковые слагаемые сложили: 
а) (    ) + (    ) + (    ) + (    ) + (    ) = +15; 
б) (    ) + (    ) + (    ) + (    ) = –16; 
в) (    ) + (    ) + (    ) + (    ) = +24; 
г) (    ) + (    ) + (    ) = –18.
Несколько замечаний в порядке комментария.
1. Многие задания для краткости сокращены. Подобные им нетрудно предложить учащимся, если в этом будет необходимость.
2. Задание 2 лучше дать в игровой форме, называя (показывая) результаты бросков и пе​ремещая после каждого хода фишки вдоль оси.

3. Объяснение вычитания, а также задание 25 будут лучше восприниматься не по статичной картинке, а в подвижной демонстрации.
[Например, при выполнении задания 25 учитель держит в одной руке изображения граней игрального кубика +3 и +2, а другой рукой он:
1) убирает слагаемое +2 — это иллюстрация вычитания +2 очков;
2) добавляет слагаемое –2 — это иллюстрация прибавления +2 очков.]

4. Цель первого урока — создать устойчивую ассоциативную связь: белый цвет — выигрыш, чёрный цвет — проигрыш, а также научить детей находить сумму очков для кубиков одного цвета.

5. Цель второго урока — научить находить сумму очков для кубиков разного цвета; зада​нием на восстановление записи готовить к пониманию вычитания.

6. Цель третьего урока — установить опыт​ным путем переместительность и сочетатель​ность сложения.

7. Цель четвёртого урока — обучить вычита​нию и переходу от вычитания к сложению, а также подготовить к изучению умножения и деления.

8. На этапе пропедевтики не следует опускать знак «+» и скобки. Лишь после введения понятия «отрицательные и положительные числа» и отождествления, например +3 и 3 в записи действий, знак «+» и скобки можно опускать в порядке упрощения записи.

9. Следует обратить внимание на обучение вычитанию до перехода к сложению. Было бы полезным, чтобы на основе полученного опыта учащиеся, гам, где это удобно, выполняли вычитание без перехода к сложению. 

Например: (–8) – (–3) = –5.
В заключение отметим, что предлагаемый подход в 1988/90 учебном году опробован в школе № 714 Москвы (учитель Е. В. Шиша​ева) при обучении по учебнику Н. Я. Вилен​кина и др. Учащиеся в соответствии с нашими рекомендациями не изучали п. 3 (Переме​щение точек по координатной прямой), п. 11 (Изме​нение величин), п. 12 (Сложение точек с помощью координатной прямой). 
Пропедевтическая работа по описанным выше материалам была проведена в течение четырех уроков, и к моменту введения отрицательных чисел учащиеся уже имели необходимый опыт, умели делать соответ​ствующие записи. И последнее. Описанный способ пропедевтики действий с целыми числами ещё не готовит к действиям с рациональными числами любого знака. 
На наш взгляд, для сильных учащихся было бы недостаточным лишь сказать, что в этом случае действия выполняются по тем же правилам, что и для целых чисел. Переход от целых чисел к рациональным можно осущест​вить по схеме, данной в «Арифметике» 
С. М. Никольского и др. (Наука, 1988).
При любой интерпретации действий с отри​цательными числами в учебнике мы считаем полезным выделение отдельным этапом изуче​ние целых чисел и приобретение учащимися практического опыта, подводящего к понима​нию правил действия с ними. Опираясь на этот опыт, учитель сможет усилить роль теоре​тической составляющей изучаемого материала в формировании мировоззрения школьников, дать правила (по сути определения) действий, доказать их свойства, что способствовало бы развитию теоретического мышления всех, а осо​бенно сильных учащихся. В то же время более слабые учащиеся, обучение которых по традиционной методике требует больших затрат времени, могли бы успешнее справляться с изучаемым материалом, имея опору в полученном практическом опыте.
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