Не алгоритмом единым
 Решим уравнения и неравенства, для которых у многих решателей есть накатанные алгоритмы. Но их применение или слишком громоздко, или мало помогает в решении приведённых уравнений и неравенств.
1. Решите уравнение

[image: image2.png]V2x —14+Vx—1=v/9—x+V/14—x



. 


(1)
Способ 1. Сначала найдём множество значений x, которое обычно называют областью допустимых значений (ОДЗ). Все четыре корня определены на отрезке [1; 9]. На множестве M = [1; 9] уравнение (1) равносильно уравнению, полученному после возведения уравнения (1) в квадрат и преобразований:

 [image: image4.png]5x+2/(2x—1)(x—1)=25+2,/(9—x)(14 —x)



.
(2)

Возводить уравнение (2) в квадрат сразу или после преобразования как-то расхотелось… А давайте обратим внимание на то, что…

Способ 2.  На множестве M = [1; 9] функция f (x) = [image: image6.png]V2x —1++Vx—1



 возрастает, а функция g (x) = [image: image8.png]V9 —x +V14 —x



 убывает, так как сумма возрастающих на M функций — возрастающая на M функция, а сумма убывающих на M функций — убывающая на M функция. Значит, если уравнение f (x) = g (x) имеет корень на множестве M, то этот корень единственный.
Проверкой убеждаемся, что при x = 5 уравнение (1) обращается в верное числовое равенство, следовательно, 5 и есть единственный корень уравнения (1).

Ответ. 5.

Замечание. В решении использовались утверждения, которые надо уметь доказывать при помощи определений возрастающей и убывающей функции. 

2. Решите уравнение

[image: image10.png]VxZ+10x+ 26 +Vx +5=vV—4 —x



. 


(3)
Уравнение (3) перепишем в виде

[image: image12.png]JE+5)2+1+Vx+5=v—4—x



. 



(4)

Если уравнения (4) имеет есть корни, то они принадлежат множеству M = [–5; –4]. На множестве M функция f (x) = [image: image14.png]JEx+5)?2+1+Vx+5



 возрастает, как сумма возрастающих на M функций, а функция 
g (x) = [image: image16.png]—4 —x



 убывает. Значит, если уравнение f (x) = g (x) имеет корень на множестве M, то этот корень единственный.

Проверкой убеждаемся, что при x = –5 уравнение (4) обращается в верное числовое равенство, значит, равносильные уравнения (4) и (3) имеют единственный корень –5.

Ответ. –5.
Есть ещё одна идея, мимо которой иногда проходят даже опытные решатели иррациональных уравнений. Они спешат следовать алгоритму… А я всегда советую учащимся: не торопитесь, наблюдательные начинают и выигрывают.

Приведу пример из хорошей статьи, в которой даются полезные советы, против которых у меня нет никаких возражений. Давайте посмотрим решение одного уравнения (пример 4 в статье).

3. Решите уравнение 
[image: image18.png]Vit 1l+x+1—-V2x+1-x—-1=12





(5)

За действиями автора можно проследить по ссылке
Задачи-провокаторы | Дружелюбный философ
А мы понаблюдаем. Под первым корнем стоит выражение, похожее на полный квадрат, только не хватает множителя 2. 
Умножим обе части уравнения на [image: image20.png]


, получим уравнение, равносильное уравнению (5), преобразуем его:

[image: image22.png]Jovax+1+2x+2—J2vZx +1-2x—2=2



,


[image: image24.png]\/2x+1+2\/2x+1+1—\]—(2x+1—2\/2x+1+ 1)=2



,

[image: image26.png]J(\/2x+ T+ 1)2 —J—(\/2x+ T-1)2=2



.

Дальше мы уже догадываемся, как от первого корня переходить к модулю… Но под вторым корнем стоит неотрицательное выражение, которое имеет смысли лишь при условии [image: image28.png]V2x+1-1




 т. е. при x = 0.
 Проверка показывает, что x = 0 корень уравнения (5). И других корней у уравнения (5) быть не может.
Ответ. 0.

4. Решите неравенство 

[image: image30.png]Vx+22>10—x



. 






(6)
Здесь нетрудно от неравенства (6) перейти к равносильной ему совокупности систем неравенств. Но ещё проще другой способ решения.
На множестве M = [[image: image32.png]—2; 4w



) функция f (x) = [image: image34.png]Vx + 2



 возрастает, а функция g (x) = [image: image36.png]10 — x



 — убывает. Значит, если уравнение f (x) = g (x) имеет корень на множестве M, то этот корень единственный.

Проверкой убеждаемся, что при x = 7 уравнение f (x) = g (x) обращается в верное числовое равенство, следовательно, 7 и есть единственный корень уравнения f (x) = g (x).

Из возрастания функция f (x) и убывания функции g (x) на множестве M следует, что неравенство (6) выполняется лишь на промежутке [[image: image38.png]7; +o0



). В самом деле, если x > 7, то f (x) > f (7) = g (7) > g (x), а если –2 [image: image40.png]


 x < 7, то f (x) < f (7) = g (7) < g (x).

Ответ. [[image: image42.png]7; +o0



).
5. Решите неравенство 

[image: image44.png]Vx+1<29—x



. 






(7)
Функция f (x) = [image: image46.png]Vx + 1



 определена на множестве [[image: image48.png]—1; 4+



), на этом множестве выполняется неравенство f (x) [image: image50.png]


 0, поэтому если x — решение неравенства (6), то [image: image52.png]29 —x =



 0. Значит, если неравенство (7) имеет решения, то все они принадлежат множеству M = [[image: image54.png]—1;29



].

На множестве M  функция f (x) возрастает, а функция g (x) = [image: image56.png]29 — x



 — убывает. Значит, если уравнение f (x) = g (x) имеет корень на множестве M, то этот корень единственный.

Проверкой убеждаемся, что при x = 24 уравнение f (x) = g (x) обращается в верное числовое равенство, следовательно, 24 и есть единственный корень уравнения f (x) = g (x).

Из возрастания функция f (x) и убывания функции g (x) на множестве M следует, что неравенство (7) выполняется лишь на промежутке [[image: image58.png]—1;24



] (доказательство аналогично приведённому в задаче 4). 
Ответ. [[image: image60.png]—1;24



].

Замечание. Иногда множество M = [[image: image62.png]—1;29



] в приведённом решении называют ОДЗ неравенства (7). Это не отвечает определению ОДЗ у классиков жанра абитуриентской литературы, которые под ОДЗ уравнения (неравенства) понимали множество всех x, при которых имеют смысл обе части уравнения (неравенства). Обе части неравенства (7) имеют смысл на промежутке [[image: image64.png]—1; 4+



), которое и надо бы называть ОДЗ неравенства. Именно по причине возможной путаницы мы не используем в учебниках С.М. Никольского и др. понятие ОДЗ, а решаем уравнения (неравенства) на множестве. 

6. Решите неравенство 

[image: image66.png]Vx2 —4x+5 Ssin"ff



. 





(8)
Функция f (x) = [image: image68.png]VxZ —4x+5=/(x—-2)2+1



 убывает на ([image: image70.png]


], возрастает на [2; +[image: image72.png]


, достигает наименьшего значения 1 в точке x = 2. В этой точке неравенство (8) обращается в верное числовое неравенство, а при x [image: image74.png]* 2



верны неравенства [image: image76.png]fx)>1



и [image: image78.png]


, поэтому неравенство (8) имеет единственное решение [image: image80.png]


.

Ответ. 2.

7. Решите неравенство 

[image: image82.png]Vx—12 logr =
n

8



. 





(9)
На множестве [1; +[image: image84.png]


 функция f (x) = [image: image86.png]x—1



 возрастает, а функция g (x) = [image: image88.png]


 убывает. Поэтому уравнение f (x) = g (x) имеет единственный корень 2, а неравенство (9) выполняется лишь на промежутке [2; +[image: image90.png]


.

Ответ. [2; +[image: image92.png]


.

Рассмотрим ещё один приём, который позволяет решать уравнения высших степеней, получаемые после возведения в квадрат иррационального уравнения. 

8. Решите уравнение

[image: image94.png]x2—5=Vx+5



. 






(10)

Применим упомянутый выше алгоритм решения иррационального уравнения.

Способ 1. Уравнение (10) равносильно системе:

[image: image96.png]x+5=20
sz—szo

4 _10x2+25=x+5.








(11)
Перепишем уравнение системы в виде 

[image: image98.png]x*—10x2—x+20=0.









(12)

Если уравнение четвёртой степени с целыми коэффициентами и коэффициенте 1 при четвёртой степени имеет рациональный корень, то он целый и является делителем свободного члена 20. Проверка показывает, что среди делителей числа 20 нет корня уравнения (12). 
В этом можно убедиться, построив графики функций f (x) = [image: image100.png]x?—5mu



 
g (x) = [image: image102.png]x—5



 в одной системе координат. Мы увидим две точки пересечения графиков, легко проверить, что абсциссы этих точек не целые числа. Так как корни уравнения всё же имеются, то поищем их среди иррациональных чисел. Они могут оказаться корнями двух многочленов второй степени, произведение которых равно многочлену в уравнении (12).

Метод неопределённых коэффициентов. Предположим, что многочлен в уравнении (12) равен произведению двух многочленов второй степени:

([image: image104.png]x?+ax+b



)([image: image106.png]x? +mx +n



)[image: image108.png]=x*—10x%—x + 20



.
Раскроем скобки и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях двух равных многочленов: 

a + m = 0; b + am + n = –10;  an + bm = –1; bn = 20.

(13)

Находить все решения системы уравнений (13) не надо, достаточно найти одно её решение. Проверкой убеждаемся, что a = –1; b = –5; m = 1;  n = –4 — решение системы (13).

Решив уравнения 
[image: image110.png]x?—x—5



 = 0 и [image: image112.png]=0,

x?+x—4







(14)

получим четыре их корня:
[image: image114.png]


; [image: image116.png]


.

Итак, уравнение (12) имеет четыре корня. Так как (x + 5) равно квадрату многочлена, то все 4 корня удовлетворяют неравенству 
[image: image118.png]x+5=>0,



проверять выполнение этого неравенства не нужно. Из четырёх корней только[image: image120.png]X2



 и[image: image122.png]X3



 удовлетворяют неравенству [image: image124.png]


. 
В самом деле:

1) [image: image126.png](1—@)2 _5= 1-2v21+21-20 _ 2-2V21

>0
2 4 4



 (Л);

2) [image: image128.png](1+‘/z1)Z _ g o L2V21421-20 _ 24221
2 - 4 - 3 =

0



 (И);

3) [image: image130.png](-1-m)2 L5 LaVITH7-20 | 242vT7 g
2 4 4 -



 (И);

4) [image: image132.png](—1+‘/17)Z 5 o 1o2VI7+17-20 _ 22017
2 - 4 - 4



 [image: image134.png]


 (Л).
Итак, числа [image: image136.png]X2



 и[image: image138.png]X3



  являются корнями уравнения (10).
Симпатичный приём перехода к двум квадратным уравнениям прислала знакомая учительница (приём с просторов Интернета).

Способ 2. После перехода от уравнения (10) к системе (11) получилось уравнение

[image: image140.png]x*—10x2+25=x+5.









(15)

Обозначим буквой t число 5: t = 5. перепишем уравнение (15) в виде

[image: image142.png]_2tx?+t?=x+t




.





(16)

Перепишем уравнение (16) в виде

[image: image144.png]t2— 2x*+ Dt+x*—x=0



.




(17)

и решим уравнение (17) относительно t:

[image: image146.png]D =4x*+4x?+1—4x*+4x = 2x + 1%



 

[image: image148.png]2x2+1—(2x+1) 2x2+1+(2x+1)

t, = > =x2—x;t,= > =x2+x+1



 

Так как t = 5, то осталось решить два уравнения (14), а затем учесть ограничения системы (11), что мы уже проделали в конце решения уравнения способом 1.
Ответ. [image: image150.png]1+v21



; [image: image152.png]—1-/17



.

Дополнение. Когда заметка уже была опубликована в Интернете, на глаза попало уравнение из варианта 505-98 МИРЭА (1998 г.) с новой идеей решения иррационального уравнения.

9. Решите уравнение

[image: image154.png]V2x + 27 +V5x + 9 = V2x + 15 +/5x + 21



. 


(18)

Перепишем уравнение в виде

[image: image156.png]V2x + 27 —V2x + 15 =V5x + 21 —/5x + 9



. 


(19)

Заметим, что в левой и в правой частях уравнения (19) выражение под первым корнем на 12 больше выражения под вторым корнем. Рассмотрим функцию f (t) = [image: image158.png]VE+ 12 —t



 на множестве M = [0; +[image: image160.png]



Так как f (t) = [image: image162.png]_ 12
i+ 12 -t = —/—



 , числитель дроби постоянное положительное число, знаменатель — возрастающая на M функция, то функция f (t) на M убывает, следовательно, каждое своё значение она принимает только один раз. 
Уравнение f ([image: image164.png]


) = f ([image: image166.png]


) равносильно на M уравнению[image: image168.png]


=[image: image170.png]


, где 
[image: image172.png]


 = [image: image174.png]2x + 15



,  а [image: image176.png]


 = [image: image178.png]5x+9



 — числа из множества M. Это означает, что уравнение (19) и равносильное ему уравнение (18) равносильны уравнению

[image: image180.png]2x + 15



 = [image: image182.png]5x+9



,

имеющему единственный корень 2.
Проверкой убеждаемся, что число 2 является корнем уравнения (18). Других корней уравнение (18) не имеет.
Ответ. 2.

2

