​На лицо ужасные, добрые внутри

Давайте отвлечёмся от немецкой дипломатии уровня детского сада. Они говорят примерно так: «Доказательства отравления Лёши Навального у нас есть, но мы их вам не покажем. Докажите, что вы его не травили». Как же хорошо, что мы занимаемся математикой, а не дипломатией! 

Решим три громоздкие с вида задачи. Как правило, задача, в которой намешано много сложностей, исключающих применение стандартных процедур, содержит задумку, разгадав которую можно быстро (или не очень) прийти к ответу. Про такие задачи, вслед за героем «Бриллиантовой руки», можно сказать: «На лицо ужасные, добрые внутри».

Итак, решаем задачи 1 и 2 из книги «Математика абитуриентам экономических вузов: Учебное пособие для вузов. / Под ред. Н. Ш. Кремера. 2001, задачу 3 — из варианта 227 за 1998 год, ВШЭ. 

1. Решите неравенство  
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(1)
Решение. Так как 

[image: image3.png]14y — 20 — 2y% = —2(y? = 7y + 10) = =2(y — 2)(y — 5),




то оба корня имеют смысл лишь при [image: image5.png]


 = 2 или при [image: image7.png]


 = 5. Остаётся выяснить, есть ли среди этих чисел решение неравенства.

При y = 2 неравенство (1) имеет вид 

[image: image9.png]


.

Это неравенство верно, следовательно y = 2 является решением неравенства (1). 
При y = 5 неравенство (1) имеет вид 
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(2)
Так как [image: image15.png]g = lo&t?



, то сравним числа:
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Так как 500 < 512, то [image: image20.png]«olun

<l



 и неравенство (2) неверно, следовательно, число 5 не является решением неравенства (1).

Итак, неравенство (1) имеет единственное решение 2. 

Ответ. 2.

2. Решите неравенство 
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(3)
Решение. Перепишем неравенство (3) в виде
[image: image24.png]3‘/(x—7)3(x+2)3 . 5(x—7)2(x+2) >1



.




(4)

1) При [image: image26.png]


 и при [image: image28.png]


 неравенство (4) верно. Числа –2 и 7 — решения неравенств (4) и (3). Если же  –2 < x < 7, то левая часть неравенства (4) не имеет смысла. Среди чисел x, таких, что –2 < x < 7, нет решений неравенства (3).
2) Если  x > 7, то u = [image: image30.png]JEx=7)3x+2)3>0



, v = [image: image32.png](x=7)?*x+2)>0



, поэтому [image: image34.png]3u
>1



 [image: image36.png]5v
>1



 неравенство (4) выполняется для любого x > 7. Все 
x ∈ (7; +∞) являются решениями неравенств (4) и (3).
3) Если  x < –2, то неравенство (4) не выполняется. Докажем это, заменив в левой части неравенства (4) основание 3 на 5. При положительном показателе u = [image: image38.png]JEx=7)3(x+2)3



 верно неравенство [image: image40.png]<



 [image: image42.png]5V



. Покажем, что, увеличив левую часть неравенства (4), мы получим неравенство 

[image: image44.png]51/(X—7)3(X+2)3 . 5(x—7)2(x+2) >1



,




(5)

которое не выполняется для любого x < –2. 
Перепишем неравенство (5) в виде
[image: image46.png]5V (x=7)3(x+2)3+(x=7)%(x+2) >1



.




(6)

Для определения знака показателя степени сравним квадраты положительного и отрицательного слагаемых:

[image: image47.png](x =73 +2)32V (x — D*(x + 2)2.




Разделив оба выражения на положительную функцию [image: image49.png](x — 7)%(x + 2)?



, получим неравенство с тем же знаком:

[image: image50.png](x=7(x+2)V (x—7)?
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[image: image52.png]9x V 63.




Так как для любого x < –2 верно 9x < 63, то в показателе степени неравенства (6) модуль положительного слагаемого меньше модуля отрицательного, поэтому левая часть этого неравенства меньше 1. 
Тогда для любого x < –2 и левая часть неравенства (5) меньше 1, т. е. ни одно число x, такое, что x < –2, не является решением неравенства (3).

4) Объединим все решения неравенства (3), найденные в пунктах 1) и 2), получим множество его решений: {–2} [image: image54.png]


 [7; +∞).

Ответ. {–2} [image: image56.png]


 [7; +∞).

3. Найдите все числа a, такие, что уравнение  

[image: image58.png]1-3a
7

|ax+§|+|2x—a|=§+








(7)
имеет бесконечное множество решений. Опишите это бесконечное множество решений.
Решение. Правая часть уравнения (7) имеет смысл для любого a ≤ [image: image60.png]


. Для каждого такого a после раскрытия модулей левая часть уравнения (7) является линейной функцией на интервалах, концы которых обращают в нуль первый и/или второй модуль. Уравнение (7) имеет бесконечное множество решений только в том случае, если на каком-то из упомянутых интервалов линейная функция является постоянной. Для этого коэффициенты при x под знаком модуля должны быть равны или противоположны. С учётом того, что a ≤ [image: image62.png]


, это возможно лишь при a = –2.

При a = –2 уравнение (7) имеет вид. 
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.


Перепишем его в виде 
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.






(8)
1) При [image: image68.png]x < —1
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 уравнение (8) имеет единственный корень.

2) При [image: image72.png]o=



 уравнение (8) имеет вид
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(9)

Корнем уравнения (9) является любое число из отрезка [[image: image76.png]


; [image: image78.png]


]. 

Итак, лишь при a = –2 уравнение (7) имеет бесконечное множество корней. Это бесконечное множество есть числовой отрезок [[image: image80.png]


; [image: image82.png]


]. 

Ответ. При a = [image: image84.png]


 уравнение имеет бесконечное множество корней. Множество есть числовой отрезок [[image: image86.png]


; [image: image88.png]


]. 
Выражаю благодарность учителю математики М.Г. Назарову, играющему роль моего тренера. Он находит материал для наших с ним обсуждений и публикаций на сайте.
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