Можно ли решать уравнения и неравенства без ОДЗ?
Спорам вокруг ОДЗ не один десяток лет. Попробуем внести немного ясности, если получится. Рассмотрим разные подходы к решению простого иррационального уравнения, которое не решается «методом ОДЗ».
1. Решите уравнение 

[image: image2.png]Vx + 2 = x.











(1)

Областью допустимых значений (ОДЗ) уравнения называют множество значений x, на котором определены обе части уравнения. 
Иногда встречаются забавные сокращения: ООУ — область определения уравнения, ООН — область определения неравенства. Последнее означает ещё Организацию объединённых наций, но не будем о грустном.

Для уравнения (1) ОДЗ есть множество значений x, на котором [image: image4.png]x+2 =20



, т. е. полуинтервал [–2; +∞). Давайте убедимся, что ОДЗ не поможет в решении уравнения (1). 
После возведения в квадрат уравнения (1) получим уравнение

[image: image6.png]x +2 = x2











(2)
Это следствие уравнения (1), оно имеет корни [image: image8.png]X, =2,%, = —1,



 принадлежащие ОДЗ, но только [image: image10.png]


 удовлетворяет уравнению (1).
Любители ОДЗ воскликнут: вы неправильно нашли ОДЗ, надо было добавить условие [image: image12.png]


, т. к. правая часть уравнения (1) неотрицательна. Могут ещё добавить: ваше неравенство [image: image14.png]x+2 =20



 не требуется, так как после возведения в квадрат уравнения (1) получилось [image: image16.png]x+2=x2



 а [image: image18.png]x? >0



, откуда следует, что и [image: image20.png]x+2 =20



.

Но в определении, выделенном жирным шрифтом, требуется только существование выражений в обеих частях уравнения, а дополнительное условие [image: image22.png]


  и приведённые выше рассуждения — это уже часть процедуры решения уравнения. Попробуем уточнить определение ОДЗ. — А как? Добавим требование «и левая часть уравнения равна правой»? Но тогда наша ОДЗ будет совпадать с множеством корней уравнения — хорошо ли это? Но есть выход. 
Давайте сменим терминологию и будем решать уравнение равносильными переходами от уравнения к уравнению на некотором множестве, границы первоначального множества по ходу решения могут сузиться.

Решим этим способом уравнение (1). Обе его части определены на множестве M = [–2; +∞). На этом множестве левая часть уравнения неотрицательна, следовательно, корни уравнения удовлетворяют неравенству [image: image24.png]


, то есть принадлежат множеству [image: image26.png]


 [0; +∞) — части множества M. На множестве [image: image28.png]


 обе части уравнения (1) неотрицательны, поэтому это уравнение равносильно на множестве [image: image30.png]


 уравнению (2).
Решив уравнение (2), получим два его корня [image: image32.png]-1
2, X, =
X, =



, из которых число [image: image34.png]


 принадлежит множеству [image: image36.png]


, а число [image: image38.png]


 — нет.
Уравнение (1) имеет единственный корень 2.

Ответ. 2.

Какими же способами можно решить уравнение (1)?
1) Переходом к уравнению-следствию, т. е. к уравнению (2) с последующей проверкой корней уравнения (2) подстановкой в уравнение (1).

2) Переходом к уравнению, равносильному уравнению (1) на некотором множестве (разобрано выше).
3) Переходом к системе, равносильной уравнению (1):




[image: image40.png]{

x+2=x?
x=>0.




Это, по сути, свёрнутая запись рассуждений, проведённых в способе 2). Сначала надо научиться рассуждать способом 2), а потом учиться оформлять эти рассуждения в виде краткой записи — способом 3). 
4) Уравнение (1) хорошо решается графическим способом — он работает только для «хороших» корней, которые можно усмотреть с помощью графиков и сделать проверку подстановкой в исходное уравнение.
Решим уравнение из книги «Математика абитуриентам экономических вузов: Учебное пособие для вузов. / Под ред. Н. Ш. Кремера. 2001. 

2. Решите уравнение 
[image: image42.png]log z(x + |x — 2]) = log,(5x — 6 + 5|x — 2|).





(3)

Не будем торопиться систему неравенств для нахождения ОДЗ.

Логарифм определён при условии [image: image44.png]Vx> 0,Vx#1



, откуда следует, что 
[image: image46.png]x>0,x+1



. Если при этом x ≤ 2, то [image: image48.png]X+ |x—2|=2



, а [image: image50.png]5 —6+5|x —2| =



4. Если x > 2, то [image: image52.png]X+ |x—2|=2x—2>2



; [image: image54.png]5 —6+5|x —2| = 10x — 16 > 4



 — логарифмы определены на множестве M = (0; 1) ∪ (1; +∞). Корни уравнения (3) принадлежат множеству M. 
1) Если [image: image56.png]x € (0; 1)U (1;2],



 то уравнение (3) имеет вид:

[image: image58.png]log 2 = log, 4.





Так как для любого числа x из множества [image: image60.png](0; 1)U (1;2]



 верны равенства

[image: image61.png]log 2 = logz722% = log, 4,




то корнем уравнения (3) является любое число из множества [image: image63.png](0; 1)U (1;2]



.
2) Если [image: image65.png]x € (2; +00),



 то уравнение (3) имеет вид:

[image: image67.png]log z(2x — 2) = log,(10x — 16).







(4)

Уравнение (4) равносильно на множестве [image: image69.png](2; +00)



 уравнению

[image: image70.png]log,(2x — 2)? = log,(10x — 16),




которое, в свою очередь, равносильно на том же множестве уравнению

[image: image71.png](2x —2)? = 10x — 16,




имеющему два корня: [image: image73.png]X, =2, X = 2,5



. Множеству [image: image75.png](2; +00)



 принадлежит лишь число 2,5, оно и является корнем уравнения (3).

Итак, уравнение (3) имеет бесконечно много корней — все числа промежутков (0; 1) ∪ (1; 2] и число 2,5.  
Ответ. (0; 1) ∪ (1; 2] ∪{2,5}.  
На множестве можно решать не только уравнения, но и неравенства. Разберём для примера неравенство из книги К. Петрова «Ръководство за решеване на задачи по математика», София, 1980.
3. Решите неравенство 
[image: image77.png]—Vi-4x2
1 14x>










(5)

Решения неравенства, если они существуют, удовлетворяют системе

[image: image79.png]{1—4x220
x%0,





то есть принадлежат множеству M = [–0,5; 0) ∪ (0; 0,5]. 
Так как на множестве M верно неравенство [image: image81.png]V1—4x2 <1



, то числитель дроби в левой части неравенства (5) положительный ([image: image83.png]x#0



). Тогда знаменатель дроби может быть только положи​тельным: x > 0. На промежутке 
[–0,5; 0) неравенство (5) не имеет решений.
Итак, решим неравенство (5) на множестве [image: image85.png]


 = (0; 0,5].
1) На множестве [image: image87.png]


 неравенство (5) равносильно неравенству 

[image: image89.png]2 —2V1 — 4x2 > 3x,






которое перепишем в виде





[image: image91.png]2 —3x > 2V1 — 4x2.









(6)

На множестве [image: image93.png]


 левая часть неравенства (6) положительна, на этом множестве неравенство (6) равносильно неравенству 




[image: image95.png]4 —12x + 9x?



 > [image: image97.png]4 — 16x?



,
которое на множестве [image: image99.png]


 равносильно неравенству x > 0,48. Из всех решений этого неравенства множеству [image: image101.png]


 принадлежат лишь 0,48 < x ≤ 0,5. Они и являются решениями неравенства (5).
Ответ. (0,48; 0,5].
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