О решении логарифмического неравенства с неизвестным в основании

На мою электронную почту поступило письмо от знакомой учительницы с вопросом и сканом странички из сборника для подготовки к ЕГЭ. Учительница умеет получить правильный ответ и согласна с ответом из сборника, но просит пояснить приведенное в сборнике решение. 
Замечу, что в сборниках для подготовки к ЕГЭ иногда приводятся конспек​тивные решения трудных задач, из которых учителям и учащимся не всегда удается понять основания для тех или иных переходов. Приведём неравенство и начало его решения, в котором предполагается, что исходное неравенство равносильно системе.
1. Решите неравенство 
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Решение.
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(1)
Первые три неравенства системы получены из условий: логарифмируемые выражения и основание логарифмов должны быть положительны. Здесь явно не выписано условие, что основание логарифмов отлично от единицы, но оно неявно присутствует в четвёртом неравенстве, в котором основание степени с отрицательным показателем не равно нулю. Чтобы понять, как составлено четвёртое неравенство системы, перепишем исходное неравенство, обозначив t = 
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(здесь t > 0, t 
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1, u > 0, v > 0).
Если t > 1, то 
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 и все решения системы
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являются решениями неравенства (2). 
Если t < 1, то 
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 и все решения системы
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являются решениями неравенства (2). Тогда все решения неравенства 
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являются решениями или системы (3), или системы (4), то есть являются решениями неравенства (2). 
Неравенство (5) можно записать в виде 
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, так как последний случай не исключает t = 1. Неравенство (5) — это и есть четвёртое неравенство системы (1).
Дальнейшее решение системы (1) не должно составить большого труда.

Ответ. 2; (2,5; 4).

Применим тот же приём  для решения неравенства из более раннего сборника "ЕГЭ. 2011. Математика. Самое полное издание типовых вариантов заданий".

2. Решите неравенство 
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Решение. Перепишем исходное неравенство в виде:
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Это неравенство равносильно системе:
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Решив второе неравенство системы (6), получим промежуток 
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, на котором первое условие системы (6) выполнено. Умножив третье неравенство системы (6) на положительную функцию 
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, получим систему, равносильную системе (6):


[image: image22.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

-

+

+

-

<

<

-

.

0

1

)

2

(

3

3

,

4

5

,

0

2

2

x

x

x

x

 
(7)
Переписав второе неравенство системы (7) в виде 
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решим его методом интервалов: 
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. Выбрав из найденных решений те, которые удовлетворяют первому условию системы (7), получим все решения системы (7), а значит, и равносильного ей исходного неравенства: 
[image: image27.wmf])

4

;

1

[

]

0

;

5

,

0

(

È

-

Î

x

.
Ответ. 
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Для решения логарифмических неравенств с неизвестным в основании логарифма можно использовать ещё один приём. Дело в том, что знак функции y = lg x совпадает со знаком функции y = x – 1 на общей части областей определения этих функций. Аналогичное утверждение верно и для функций y = lg f (x) и y = f (x) – 1.
Перепишем неравенство 
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 в виде:
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Так как для всех решений 
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 то неравенство (8) равносильно системе 
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которую можно переписать в виде:
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После умножения второго неравенства системы (9) на функцию 
[image: image39.wmf])

1

|

2

(|

)

2

(

2

+

+

+

x

x

, положительную на промежутке 
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, получим систему (7), которая решена выше.
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