Задача с параметром. ЕГЭ-профиль. Чётность функции

Для решения задачи 17 из подготовительной работы к ЕГЭ (15 марта 2022 г.) рассмотрим немного теории. 
1. Чётные функции

Функцию f (x), заданную на множестве X, симметричном относи-тельно числа 0, называют чётной функцией, если для любого x [image: image2.png]


 X верно равенство 
f (–x) = f (x).






(1)

Наше определение избыточно в части требования симметричности области определения функции относительно 0, это требование можно исключить из определения, так как вывод о симметричности следует из утверждения: для любого x [image: image4.png]


 X существует число –x, такое, что верно равенство f (–x) = f (x). Но рассуждения о симметричности области определения, когда этой симметричности нет, помогает быстро решить вопрос о чётности (нечётности) функции.
Пример 1. Функция f (x) = [image: image6.png]


, заданная на отрезке [–2; 2] является чётной, так как для любого x [image: image8.png]


 [–2; 2], существует число –x [image: image10.png]


 [–2; 2], такое, что f (–x) = [image: image12.png](—x)? =x? =



 f (x).

Пример 2. Функция f (x) = [image: image14.png]


, заданная на отрезке [–1; 2] не является чётной, так как для числа 2 [image: image16.png]


 [–1; 2] не существует число –2, принадлежащее отрезку [–1; 2]. 

Пример 3. Функция f (x) = [image: image18.png]CosXx



, заданная на отрезке [image: image20.png]


 является чётной, так как для любого x [image: image22.png]


 [image: image24.png]


 существует число –x, принадлежащее тому же отрезку. И верно равенство [image: image26.png]cos(—x) = cosx



. 
Существует «плохая» аналогия с чётными и нечётными целыми числами: целое число может быть или чётным, или нечётным — третьего не дано. С функциями сложнее. Они бывают: 1) чётными, 
2) нечётными, 3) и чётными, и нечётными, 4) ни чётными, ни нечётными.

2. Нечётные функции

Функцию f (x), заданную на множестве X, симметричном относи-тельно числа 0, называют нечётной функцией, если для любого x [image: image28.png]


 X верно равенство 
f (–x) = – f (x).






(2)
Пример 4. Функция f (x) = [image: image30.png]


, заданная на отрезке [–2; 2] является нечётной, так как для любого x [image: image32.png]


 [–2; 2], существует число –x [image: image34.png]


 [–2; 2], такое, что f (–x) = [image: image36.png](—x)3 = —x3



 = – f (x).

Отметим свойства графиков чётных и нечётных функций. 

График чётной функции симметричен относительно оси Oy, что следует из равенства (1). График нечётной функции симметричен относительно начала координат (0; 0), что следует из равенства (2).

Знание этих свойств позволяет легко определить, что функция 
f (x) = x + 1, заданная на множестве R, не является ни чётной, ни нечётной, так как её график не симметричен — ни относительно оси Oy, ни относительно начала координат (0; 0).
3. Функции — и чётные, и нечётные

Теперь становится понятно, как сочинить функцию, которая является одновременно и чётной, и нечётной. Её график должен быть симметричен — и относительно оси Oy, и относительно начала координат (0; 0). Пример такой функции: f (x) = 0.
Пример 5. Функция f (x) = [image: image38.png](Jx| + x)(|x] — x)



, заданная на множестве R является и чётной, и нечётной. Докажем это. 
f (x) = [image: image40.png](Jx] +2)(Jx] = x) = |x]>?—x2=0



.

На всей области определения функцию [image: image42.png]f(x)



 можно задать формулой [image: image44.png]f(x)



 [image: image46.png]


. Для неё выполняются и равенство (1), и равенство (2):
[image: image48.png]f(=x)=0=f(x)



, значит, функция [image: image50.png]f(x)



 — чётная.
[image: image52.png]f(—=x)=0=—-0=—f(x)



, значит, функция [image: image54.png]f(x)



 — нечётная.

4. Функции — ни чётные, ни нечётные

Функцию f (x) называют ни чётной, ни нечётной, если она не относится ни к одному из перечисленных выше трёх классов функций.
Пример 6. Функция f (x) = [image: image56.png]


, заданная на отрезке [–1; 2] не является чётной, она не является и нечётной, что легко определяется по несимметричности её области определения. Этого достаточно, чтобы не проверять равенства (1) и (2).

Пример 7. Функция f (x) = [image: image58.png]cos x + sinx



, заданная на отрезке [image: image60.png]


, не является ни чётной, ни нечётной, так как для любого x [image: image62.png]


 [image: image64.png]


 существует число –x, принадлежащее тому же отрезку. Но не верно ни одно из равенств (1) и (2): 
[image: image66.png]f(—=x) = cos(—x) + sin(—x) = cos x — sinx



, что не равно ни [image: image68.png]f(x),



 ни [image: image70.png]—f(x)



. 
Теперь решаем задачу 17.

17. Найдите все значения параметра a, при [каждом из] которых уравнение 

[image: image72.png]f(x)



 [image: image74.png]


 4[image: image76.png]1Y, ..
cos?x + (7a + m) |sinx| = a?—5a + 4





(4)

имеет единственное решение на отрезке [image: image78.png]


.
Для любого значения a, кроме a = –1, функция 

[image: image80.png]f(x)



 [image: image82.png]


 4[image: image84.png]2 2 ) si
cos“x + (7a + a+1) |sin x|



, [image: image86.png]


, чётная, так как её область определения симметрична относительно 0 и верно равенство (1):
[image: image88.png]f(—x)



 [image: image90.png]


 4[image: image92.png]cos?(—x) + (7a + ﬁ) |sin (—=x)| =




[image: image94.png]


 4[image: image96.png]1Y, ..
cos?x + (7a + m) |sin x| = f(x)



.

Требуется найти такие значения параметра a, при каждом которых уравнение (4) имеет единственный корень на указанном отрезке. 
Предположим, что уравнение (4) имеет корень [image: image98.png]X0



, тогда, в силу равенства (1), число [image: image100.png]—X,



 тоже является его корнем. Если [image: image102.png]xo # 0



, то уравнение (4) имеет два различных корня. Значит, условия задачи можно выполнить лишь при условии [image: image104.png]Xog = —Xp



, то есть лишь при [image: image106.png]= 0.
Xg =




Перепишем данное уравнение при x = 0.

4[image: image108.png]1Y,
cos?0 + (7a+ m) |sin0| = a? —5a +4



,

4 [image: image110.png]=a’-5a+4



.






(5)
Уравнение (5) имеет лишь два корня: a = 0 и a = 5. Поскольку мы решали из предположения, что корень уравнения (4) существует, нам надо выяснить, для какого значения a из двух найденных корень существует, и он единственный.

Проверка. 1) Если a = 0, то уравнение (1) имеет вид

4[image: image112.png]cos?x + |sinx| = 4








(6)

Выполнив замену t = [image: image114.png]|sin x|



, 0 ≤ t ≤ 1, перепишем уравнение (6) в виде
[image: image116.png]t2-0,25t = 0



.




(7)

Уравнение (7) имеет два корня: 0 и 0,25. 
Если [image: image118.png]


, то уравнение [image: image120.png]|sinx| =0



на отрезке [image: image122.png]


 имеет единственный корень 0.

Если [image: image124.png]t =0,25



, то уравнение [image: image126.png]|sinx| = 0,25



на отрезке [image: image128.png]


 имеет два корня: [image: image130.png]arcsin 0,25



 и  [image: image132.png]—arcsin 0,25



.
Проверка показала, что если a = 0, то уравнение (1) имеет три корня. Это значение параметра не удовлетворяет условиям задачи.

2) Если a = 5, то уравнение (1) имеет вид

4[image: image134.png]cos?x + % |sinx| = 4



,




(8)

Выполнив замену t = [image: image136.png]|sin x|



, 0 ≤ t ≤ 1, перепишем уравнение (8) в виде
[image: image138.png]2 211
t2-=t =



.





(9)

Уравнение (9) имеет два корня: 0 и [image: image140.png]211



. 

Если [image: image142.png]


, то уравнение [image: image144.png]|sinx| =0



на отрезке [image: image146.png]


 имеет единственный корень 0.

Если [image: image148.png]211



, то уравнение [image: image150.png]. 211
[sinx]| = —
24



на отрезке [image: image152.png]


 не имеет корней.

Проверка показала, что если a = 5, то уравнение (1) имеет единствен-ный корень. Это значение параметра удовлетворяет условиям задачи.

Ответ. a = 5.
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