Сложные задачи с параметром 

Эта задача является сложной не столько по количеству шагов в решении, сколько по не так часто встречающейся необходимости доказать, что для найденных значений a система имеет четыре различных решения.

Сначала решим облегчённую версию задачи из сборника для подготовки к ЕГЭ-2020. Математика. Профиль (10 вариантов, под ред. И. В. Ященко).
1. Найдите все значения a, при каждом из которых система уравнений

[image: image1.png]{a(x2+y2)+x+y—1=0
xy+1l=y+x




имеет ровно четыре различных решения.

Перепишем второе уравнение системы в виде

[image: image3.png]x-Dly-1)=0



.






Это уравнение обращается в верное числовое равенство при выполнении любого из условий:
1) [image: image5.png]


, [image: image7.png]


 — любое число    или    2) [image: image9.png]


, [image: image11.png]


 — любое число. 

Рассмотрим эти случаи.

1) Если [image: image13.png]


, то первое уравнение системы имеет вид

[image: image15.png]a(y?’+1)+y=0



,

[image: image17.png]ay’+y+a=0



. 





(1)


При[image: image19.png]


 уравнение (1) имеет единственный корень[image: image21.png]


, а система —решение (1; 0). Даже если в случае 2) получим два других решения, у системы не будет четырёх различных решений.

При a ≠ 0 уравнение (1) имеет два корня, если [image: image23.png]


 [image: image25.png]


 > 0, т. е. если
a ∈ [image: image27.png]


, где [image: image29.png]


 [image: image31.png]


. 
Эти корни есть [image: image33.png]


 [image: image35.png]—1-V1-4a?
2a



 и [image: image37.png]


 [image: image39.png]—1+V1-4a?
2a



.
Итак, в случае 1) лишь при a ∈ [image: image41.png]


 система имеет два различных решения: [image: image43.png](1; y)



 и [image: image45.png](1; y2)



.  
2) Этот случай можно разобрать подробно, а можно заметить, что исходная система симметрична относительно x и y, т. е. если она имеет решение [image: image47.png](X0; Vo)



, то имеет и решение [image: image49.png]Vo; %0)



. Это означает, что в случае 2) лишь при a ∈ [image: image51.png]


 система имеет два различных решения: [image: image53.png](x; 1)



 и [image: image55.png](x5 1)



, где 
[image: image57.png]


 и [image: image59.png]_ —14+V1-4a?

X
2 2a



.
Так как для любого значения a из множества A выполняются неравенства
 [image: image61.png]Xy F X,



 и [image: image63.png]Vi F V2



, то осталось из множества A исключить такие значения a (если они существуют), для которых совпадает хотя бы одна пара решений, записанных в разных строках:

[image: image65.png](x; 1)



, [image: image67.png](x5 1)




[image: image69.png](1; y)



, [image: image71.png](1; y2)



.
 Проверка показывает, что не существует значений a из множества A, для которых хотя бы одна из систем

[image: image73.png]




 [image: image75.png]




 [image: image77.png]




 [image: image79.png]



имеет решение. Это означает, что для любого значения a из множества A исходная система имеет 4 различных решения.
Ответ. [image: image81.png]


.

Теперь рассмотрим задание 18 из шестого варианта упомянутого сборника.
2. Найдите все значения a, при каждом из которых система уравнений

[image: image82.png]{(a+1)(x2+y2)+(a—1)x+(a+1)y+2=O
xy—1l=x—-y




имеет ровно четыре различных решения.

Перепишем второе уравнение системы в виде

[image: image84.png]x+DHy-1)=0



.






Это уравнение обращается в верное числовое равенство при выполнении любого из условий:

1) [image: image86.png]


, [image: image88.png]


 — любое число    или    2) [image: image90.png]


, [image: image92.png]


 — любое число. 


Рассмотрим эти случаи.

1) Если [image: image94.png]


, то первое уравнение системы имеет вид

[image: image96.png](a+1D@?*+1D)—-(a-D+(@+1)y+2=0



,

[image: image98.png](a+1D)y?>+(a+1y+4=0



. 




(2)


При [image: image100.png]


 уравнение (2) не имеет корней.

При a ≠ [image: image102.png]


 уравнение (2) имеет два различных корня, если

 [image: image104.png]


 [image: image106.png](a+1)?—-16(a+1) = a? — 14a — 15



 > 0, т. е. если 
a ∈ [image: image108.png]


, где [image: image110.png]A= (—o0; —1) U (15; +o0)



. 
Эти корни есть [image: image112.png]


 [image: image114.png]—a—1—Va%?-14a-15
2a+2



 и [image: image116.png]


 [image: image118.png]—a—1+Va%?-14a-15
2a+2



.
Итак, в случае 1) лишь при a ∈ [image: image120.png]


 система имеет два различных решения: [image: image122.png](=1; y;)



 и [image: image124.png](=1 y5)



.  
2) Если [image: image126.png]


, то первое уравнение системы имеет вид

[image: image128.png](a+DE?2+D+(@—Dx+(@+1)+2=0



,

[image: image130.png](a+1D)x?>+(@a—1Dx+2a+4=0



.



(3)


При [image: image132.png]


 уравнение (3) имеет единственный корень, а исходная система не имеет четырёх различных решений.
При a ≠ [image: image134.png]


 уравнение (3) имеет два различных корня, если

 [image: image136.png]


 [image: image138.png](a—1)?—-4(a+1)Q2a+4) = —-7a* —26a — 15



 > 0, т. е. если a ∈ [image: image140.png]


, где [image: image142.png]


 [image: image144.png]


. 
Эти корни есть [image: image146.png]X = a—-1-V-7a%-26a-15
1 2a+2



 и [image: image148.png]_ a—14+V-7a%-26a-15

X
2 2a+2



. 

Итак, в случае 2) лишь при a ∈ [image: image150.png]


 система имеет два различных решения: [image: image152.png](x; 1)



 и [image: image154.png](x5 1)



.
Так как для любого значения a из множества A ∩ B, т. е. из интервала [image: image156.png](=3; -1



, выполняются неравенства  [image: image158.png]Xy F X,



 и [image: image160.png]Vi F V2



, то осталось из этого интервала исключить такие значения a (если они существуют), для которых совпадает хотя бы одна пара решений, записанных в разных строках:

[image: image162.png](x; 1)



, [image: image164.png](x5 1)




[image: image166.png](=1; y;)



, [image: image168.png](=1 y5)



.
 Проверка показывает, что не существует значений a из интервала [image: image170.png](=3; -1



, для которых хотя бы одна из систем

 [image: image172.png]



 [image: image174.png]




 [image: image176.png]




 [image: image178.png]



имеет решение. Это означает, что для любого значения a из интервала [image: image180.png](=3; -1



 исходная система имеет 4 различных решения.

Ответ. [image: image182.png](=3; -1
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