О построении отрезков, заданных формулой
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
Рассмотрим задачи на построение отрезка, заданного формулой, если заданы несколько отрезков. Давайте наведём в этом вопросе некоторый порядок. При этом решения части задач будем обсуждать только на уровне плана построения. Для краткости речи вместо «отрезок длины 1», «отрезок длины a»,… будем говорить «отрезок 1» и «отрезок a»,… соответственно.
Построение отрезков a + b и a – b (a > b) пропускаем за очевидностью.
1. Даны отрезки 1, a и b. Построить отрезок x, такой, что x = ab.
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Надо вспомнить подходящий геометрический факт, из которого можно получить данное равенство. Если a и b выражены в сантиметрах, то, разумеется, x не выражается в квадратных сантиметрах. Запишем данное равенство так: x [image: image2.png]


 1 = a [image: image4.png]


 b, перепишем его в виде [image: image6.png][
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. Тут вспоминается теорема Фалеса. Выполним соответствующие построения без комментариев.
Сделаем важное замечание. В формулировке этой задачи обычно не упоминают, что задан и единичный отрезок. Но без него не обойтись. Представьте, что на нашем рисунке 1 это 1 см. Мы получили результат. Если бы за единичный отрезок взяли 1 мм, то есть длины тех же отрезков a и b выразили бы числами в 10 раз большими, то число x было бы в 100 раз больше. Тот отрезок x не поместился бы на нашем рисунке. Мысленно уменьшите отрезок 1 в 10 раз, отрезок a сдвинется влево. Если вы теперь проведёте другие параллельные прямые, то увидите, что искомая точка пересечения — за пределами нашего рисунка.
2. Даны отрезки 1 и a. Построить отрезок x, такой, что x = [image: image8.png]


.

Если в предыдущей задаче вы положите b = a, то получите нужный результат.
3. Даны отрезки 1, a и b. Построить отрезок x, такой, что x = [image: image10.png]


.
Перепишем данную формулу в виде пропорции  [image: image12.png]QT



= [image: image14.png]


. Построение выполняем с помощью теоремы Фалеса.
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4. Дан отрезок a. Построить отрезок x, такой, что x = [image: image16.png]


.

В решении предыдущей задачи надо заменить a на 1, b на a.
5. Даны отрезки a и b. Построить отрезок x, такой, что 
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При взгляде на равенство (1), вспоминается задача для 5-6 классов.
Два пешехода отправились одновременно навстречу друг другу из двух сёл Первый пешеход может пройти расстояние между сёлами за a часов, второй — за b часов. Через сколько часов пешеходы встретятся?

Примем расстояние между сёлами за 1. Пусть пешеходы встретились через x часов, тогда за 1 час они проходили [image: image22.png]


, или, что тоже самое, [image: image24.png]


 + [image: image26.png]


 расстояния между сёлами. Из сказанного следует равенство (1). Отлично, но как это нам поможет построить отрезок длины x? — спросит нетерпеливый читатель.
Давайте ту же задачу решим с помощью графиков движения пешеходов. Пусть ОA — график движения первого пешехода, а CB — график движения второго пешехода. AC = a — время движения первого пешехода, а 
OB = b — время движения второго пешехода. 
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Моменту встречи пешеходов соответствует точка E графиков, а DE = x — время движения двух пешеходов до встречи. Если a и b — данные отрезки, то x — искомый отрезок.

Давайте проведём геометрическое обоснование того, что равенство (1) верно. Пусть расстояния от места встречи до сёл равны m и n соответственно (см. рис.). Тогда из подобия двух пар треугольников (по двум углам) следуют два верных равенства:
[image: image28.png]


 = [image: image30.png]


  и  [image: image32.png]


 = [image: image34.png]m+n



.

 Но тогда верны равенства:

[image: image36.png]


 + [image: image38.png]


 = [image: image40.png]


 + [image: image42.png]m+n



 = 1, [image: image44.png]


= 1,

Откуда и получаем равенство (1).

Со сложением, вычитанием, умножением, делением отрезков разобрались. Переходим к извлечению квадратного корня. Начнём с теоремы Пифагора.

6. Даны отрезки a и b. Построить отрезок x, такой, что [image: image46.png]


 = [image: image48.png]VaZ + b2



.

Здесь x — гипотенуза прямоугольного треугольника с катетами a и b.
7. Даны отрезки a и b. Построить отрезок x, такой, что [image: image50.png]


 = [image: image52.png]a2 — p2



.

Здесь x — катет прямоугольного треугольника с гипотенузой a и катетом b.

8. Даны отрезки a и b. Построить отрезок x, такой, что [image: image54.png]


 = [image: image56.png]


.
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Здесь x — высота прямоугольного треугольника, проведённая к гипотенузе, а a и b — проекции катетов на гипотенузу. Решая эту задачу, обычно сам треугольник не строят. Достаточно построить полуокружность с диаметром AB = a + b, взять на диаметре точку D так, чтобы AD = a, BD = b, и, построив перпендикуляр к гипотенузе, получить на его пересечении с полуокружностью точку C — вершину прямоугольного треугольника ABC. Итак, x = CD = [image: image58.png]


.

9. Дан отрезок a. Построить отрезок x, такой, что [image: image60.png]


 = [image: image62.png]


.

В предыдущей задаче заменим b на 1 и получим x = [image: image64.png]


.
10. Дан отрезок a. Построить отрезок x, такой, что [image: image66.png]


 = [image: image68.png]a3



.
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Сначала построим прямоугольный треугольник с катетами a и гипотенузой [image: image70.png]a2



, потом — прямоугольный треугольник с катетами [image: image72.png]a2



 и a и гипотенузой [image: image74.png]a3



. 
Можно продолжить построение прямоугольных треугольников, первый катет которых — гипотенуза последнего построенного треугольника, второй — a. Получим гипотенузы [image: image76.png]a4
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, [image: image80.png]av/5



, [image: image82.png]a6



,…
Рассмотрим несколько задач из книги В.П. Моденова
. На этих примерах видно, что многие задачи на построение отрезков по формулам «страшные снаружи, но добрые внутри». Надо только понять, к каким из разобранных выше простых задач сводится их решение. 

11. Даны отрезки a, b, c и d. Построить отрезок x, такой, что
 [image: image84.png]


 = [image: image86.png]


.





(2)

Надо построить отрезки m и n, такие, что [image: image88.png]S|~



 = [image: image90.png]S R

S| =



 и [image: image92.png]


 = [image: image94.png]


 (задача 5). Потом — отрезок x, такой, что [image: image96.png]


 = [image: image98.png]S|~
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 (задача 5).
12. Даны отрезки a, b и c. Построить отрезок x, такой, что 
[image: image102.png]


 = [image: image104.png]VaZ + b2 + ¢2
a?+ b2+
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.

Решаем задачу по плану задачи 10, только вместо трёх отрезков a, берём отрезки a, b и c.
13. Даны отрезки a, b и c. Построить отрезок x, такой, что 
 [image: image106.png]


 = [image: image108.png]Va2 + ab + bc



.

Так как [image: image110.png]


 = [image: image112.png]Jaz + (VaB)" + (VBe)’



, то решаем задачу по плану задачи 12, только берём не отрезки a, b и c, а отрезки a, [image: image114.png]


 и [image: image116.png]


. Два последних отрезка находим, используя задачу 8.
14. Дан отрезок a. Построить отрезок x, такой, что [image: image118.png]


 = [image: image120.png]avZ
V2+1/3




.
Здесь можно построить отрезок m = [image: image122.png]a2



, потом n = [image: image124.png]V2 ++/3



. Потом — отрезок [image: image126.png]


 =  [image: image128.png]==



 (задача 3), но проще сначала преобразовать дробь:
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 = [image: image132.png]avz
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 = [image: image134.png]av2(3-2)
(V3+V2)(V3 -V2)



 = [image: image136.png]a6



 – 2a.

Дальше из отрезка [image: image138.png]a6



 вычитаем отрезок 2a.

Домашнее задание. 

15. Построить отрезок x, используя данный отрезки 1, a, b, c, d, если верно равенство:

а) [image: image140.png]


 = [image: image142.png]vaz + ab + cd;






б) [image: image144.png]


 = [image: image146.png]3 2
V3a? + 5b%;




в) [image: image148.png]


 = [image: image150.png]ai/z;








г) [image: image152.png]


 = [image: image154.png]Yabcd;




д) [image: image156.png]


 = [image: image158.png]






е) [image: image160.png]


 = [image: image162.png]
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