Параметром по коронавирусу!
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
На коронавирусных каникулах учителя не скучают, некоторые из них решают задачи. А чтобы я не скучал, присылают наиболее интересные из них на адрес avshevki@mail.ru . Давайте разберём две весьма полезные задачи, в которых применяется много различных приёмов. Подготовимся к ЕГЭ-2020.
1. При каких значениях параметра a из промежутка [image: image2.png]


 уравнение 
[image: image4.png]’ZSin(x—a) +/3



 = [image: image6.png]cos6x — 1







(1)
имеет решение.
Решение. Левая часть уравнения (1) неотрицательна, следовательно, все корни уравнения (1) удовлетворяют неравенству [image: image8.png]cosbx —1 =0



, т. е. являются корнями уравнения
[image: image10.png]cosbx =1



,




[image: image12.png]6x = 21n



,
[image: image14.png]


, где n [image: image16.png]


 Z.



При каждом [image: image18.png]


, где n [image: image20.png]


 Z, левая часть уравнения (1) равна 0. Найдём все значения параметра a из промежутка [image: image22.png]


, при каждом из которых справедливо равенство:
[image: image24.png]2sin(x, —a) +V3=0



,
[image: image26.png]


,
1) [image: image28.png]— —a=
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, где n, k [image: image30.png]


 Z;
2) [image: image32.png]——a=—2?+2nm



, где n, m [image: image34.png]


 Z. 

В случае 1) имеем:
[image: image36.png]_ n(n+1) _

2k



, где n, k [image: image38.png]


 Z. 



(2)
Учитывая ограничения на параметр a по условиям задачи, получаем неравенство

[image: image40.png]™
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 < [image: image42.png]


, 
 
из которого находим ограничения на целые числа n и k:

[image: image44.png]6k —2,5<n



 < [image: image46.png]6k + 0,5



. 
 




Этому двойному неравенству удовлетворяют лишь 

n = [image: image48.png]6k



 – 2, n = [image: image50.png]6k



 – 1, n = [image: image52.png]6k



, где k [image: image54.png]


 Z.

Подставив значения n в формулу (2), получим три значения a: 
[image: image56.png]_ m(6k-2+1)
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,
[image: image58.png]_ m(6k=1+1)
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,
[image: image60.png]q="0kD) o T
3 3



.
Все они принадлежат заданному промежутку.  

В случае 2) имеем:
[image: image62.png]n(n+2)



, где n, m [image: image64.png]


 Z. 



(3)
Учитывая ограничения на параметр a по условиям задачи, получаем неравенство

[image: image66.png]


 < [image: image68.png]


, 
 
из которого находим ограничения на целые числа n и m:

[image: image70.png]6m—3,5<n



 < [image: image72.png]6m — 0,5



. 
 




Этому двойному неравенству удовлетворяют лишь 

n = [image: image74.png]6m



 – 3, n = [image: image76.png]6m



 – 2, n = [image: image78.png]6m



 – 2, где m [image: image80.png]


 Z.

Подставив значения n в формулу (3), получим те же три значения a: 

[image: image82.png]_ m(6m-3+2)
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,
[image: image84.png]_ m(6m-2+2)
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,
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.

Итак, условиям задачи удовлетворяют три значения a:[image: image88.png]


, 0, [image: image90.png]


.
Ответ. [image: image92.png]


, 0, [image: image94.png]


.
2. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых для любого значения x выполняется неравенство: 

[image: image96.png]sinx — 2(a — 1) sinx cosx + 5cos?x + 2 —a| < 6



.


(4)
Решение. Заменим для упрощения работы a – 1 на b и перейдём к аргументу 2x:

[image: image98.png]|2cos2x — bsin2x+4—b| <6



.




Введём вспомогательный аргумент:

[image: image100.png]|vb2+4(%-c052x—%-sin2x)+4—b|$6




.

(5)


Пусть t — число из промежутка [image: image102.png]


, такое, что

[image: image104.png]


, а [image: image106.png]


.

Перепишем неравенств (5) в виде:

[image: image108.png][VhZ +4-cos(2x +t) +4—b| <6



.


(6)


Неравенство (6) равносильно двойному неравенству:

[image: image110.png]—6<Vb2+4-cos(Qx+t)+4—b<6



,

из которого получим, что 

[image: image112.png]b—
1/bz
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.

Чтобы для любого значения x выполнялось неравенство (4), должны выполняться неравенства: [image: image114.png]


 и [image: image116.png]b+2
Vb2+4




 [image: image118.png]


.
Решая систему 

[image: image119.png]{10—b21/b2+4,
b+2=>+b%2+4,




надо учесть, что [image: image121.png]Vb2 +4 > 2



, поэтому [image: image123.png]


. На множестве M всех b, таких, что [image: image125.png]


 система равносильна системе 

[image: image127.png]{100—20b +b?% = b% + 4,
b2 +4b+4>b%+4,








все решения которой составляют промежуток  [image: image129.png]


 — все они принадлежат множеству M. 
Остаётся решить неравенство:

[image: image130.png]0<a—1<48,




[image: image131.png]



Итак, условиям задачи удовлетворяют все a [image: image133.png]


 [1; 5,8].
Ответ. [1; 5,8][image: image135.png]



Кроме замены неизвестного в процессе решения задач были использованы формулы двойного аргумента для синуса и косинуса, введение вспомогательного угла, равносильность систем на множестве. Все эти приёмы описаны в наших учебниках алгебры и начал математического анализа для 10-11 классов (С.М. Никольский и др.).

Удачи вам, ребята, на ЕГЭ-2020, если его не съест коронавирус!
Выражаю благодарность М.Г. Назарову за присланные задачи.
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