Описанная трапеция
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Рассмотрим несколько свойств трапеции, с помощью которых можно получить другое решение задачи 2 из заметки Не бойтесь вводить лишние буквы, решая задачи по геометрии.
Свойство 1. Если окружность, вписанная в трапецию, в точке касания с боковой стороной трапеции разбивает её на отрезки длины x и y, то радиус r окружности равен [image: image2.png]


. 
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Пусть OK — радиус окружности, вписанной в трапецию, и точка K разбивает боковую сторону CD трапеции на отрезки длины x и y. 

Так как CO и DO — биссектрисы углов C и D, то сумма углов C и D треугольника равна 90[image: image4.png]


. Тогда [image: image6.png]


 COD = 90[image: image8.png]


, поэтому высота OK треугольника, проведённая к гипотенузе и равная радиусу окружности r, равна [image: image10.png]


, т. е. r = [image: image12.png]


, что и требовалось доказать.
Свойство 2. Точка пересечения диагоналей трапеции, в которую вписана окружность, лежит на диаметре этой окружности, перпендикулярном основаниям трапеции. 

Пусть OK = r — радиус окружности, вписанной в трапецию, точка K разбивает боковую сторону CD трапеции на отрезки CK = x, KD = y, точка G разбивает боковую сторону AB на отрезки AG = n, GB = m, N и L — точки касания окружности с верхним основанием BC и нижним основанием AD соответственно. 
По свойству касательных CN = x, DL = y и AL = n, BN = m. Из r =[image: image14.png]


 = [image: image16.png]Vmn



 (свойство 1) следует, что xy = m​n.
Чтобы не загромождать чертёж, изобразим ту же трапецию справа. 
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Пусть M — точка пересечения диагоналей AC и BD трапеции. Через точку M проведём отрезок EF, перпендикулярный основаниям, E и F — точки верхнего и нижнего оснований соответственно. Чтобы доказать, что точка M лежит на диаметре NL, докажем, что точка E совпадает с точкой N. 
Предположим, что это не так, что, для определённости, CE на z меньше NC. Тогда CE = x – z, DF = y – z, BE = m + z, AF = n + z. Из подобия двух пар треугольников BEM и DFM, CEM и AFM (по двум углам)  следует справедливость   равенств [image: image18.png]FM
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 и [image: image22.png]FM
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. Из этого следует, что [image: image26.png]DF



 = [image: image28.png]


. Подставим в пропорцию BE = m + z, DF = y – z, CE = x – z, AF = n + z, после упрощения полученного уравнения получим: 
mn + nz + mz + [image: image30.png]


 = xy – xz – yz + [image: image32.png]


.

Учитывая что mn  = xy, перепишем полученное уравнение в виде: 

z(n + m  + x + y) = 0.

Так как второй множитель в произведении отличен от нуля, то z = 0. Это означает, что точка E совпадает с точкой N, а значит, точка M лежит на диаметре NL, перпендикулярном основаниям трапеции, что и требовалось доказать.
Теперь решим задачу 2.
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2. В прямоугольной трапеции ABCD боковая сторона AB перпендикулярна основаниям BC и AD. Диагонали трапеции пересекаются в точке M. Площадь треугольника MCD равна S. Определите радиус окружности, вписанной в трапецию.
Пусть диагонали AC и BD прямоугольной трапеции ABCD с основаниями AD и BC пересекаются в точке M. 
Решение. Так как точка M лежит на диаметре NL окружности, вписанной в прямоугольную трапецию, перпендикулярном основаниям трапеции, то площадь треугольника ABM равна [image: image34.png]


. Площади треугольников BAD и CAD равны. Вычитая из этих равных площадей площадь треугольника AMD, получим, что площади треугольников ABM и CDM равны. Площадь первого треугольника равна [image: image36.png]


 второго S (по условию), следовательно, [image: image38.png]


= S, r = [image: image40.png]


.
Ответ. r = [image: image42.png]


.
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= S, откуда получите ответ задачи 2.
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