Задача про прямоугольный треугольник
А.В.Шевкин, avshevkin@mail.ru
Рассмотрим решение задачи, которая первоначально была сформулирована на сайте www.shevkin.ru без уточнения в скобках. 

1. В треугольнике ABC провели медиану BM и BH высоту (точки M и H различны, H лежит на отрезке AC). Оказалось, что углы ABH и CBM равны. Докажите, что угол ABC прямой. 
Это была задача по готовому чертежу, но если её условия воспринимать только по тексту, то возникают проблемы, на которые обратил внимание наш внимательный читатель Алексей Владимирович. 

Если допустить совпадение точек M и H, то треугольник ABC становится равнобедренным, углы ABH и CBM при этом будут равны, а вот угол ABC может быть и острым, и прямым, и тупым.  
Если же допустить, что основание высоты — точка H — лежит на продолжении стороны AC, например, за точку A, то в треугольнике с тупым углом A углы ABH и CBM могут быть равны, угол ABC тогда будет острым.

Наши рассуждения приведены для того, чтобы напомнить, что, прочитав текст геометрической задачи, надо стараться представить все возможные случаи.  
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Решение. I способ. Сначала отметим, что углы ABH и CBM могут иметь лишь общую вершину B, как на рисунке 1, или общий угол MBH, если поменять местами буквы A и C на рисунке 1. Рассмотрим первый случай, так как, решив задачу для любого из этих случаем, мы в один шаг получим доказательство для второго случая: к равным углам прибавим (или из равных углов вычтем) угол MBH.

1) Если ABC прямой, то остальные условия задачи выполнены. В самом деле, пусть ∠ABC = 90°, тогда ∠ABH = ∠C, а так как по свойству медианы, проведённой к гипоте​нузе прямоугольного треугольника BM = MC, то ∠C = [image: image2.png]


CBM, т. е. ∠ABH = ∠CBM. При этом лучи BH и BM пересекают окружность, описанную около треугольника ABC, в точках X и Y соответственно, таких, что дуги AX и CY равны (рис. 1).







Рис. 1
2) Построим остроугольный треугольник A1BC1 так, чтобы A1C1 ∥ AC и точки A1 и C1 лежали на окружности, описанной около треугольника ABC (рис. 2). Пусть M1 — середина отрезка A1C1 и прямая BM1 пересекает отрезок A1C1 в точке Y1. 
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, поэтому угол A1BH1 меньше угла C1BH1, то есть условие задачи не выполнено, угол B не может быть острым.
3) Если построить тупоугольный треугольник A2BC2 так, чтобы точки A2C2 ∥ AC и A2 и C2 лежали на той же окружности, то, рассуждая аналогично, получим, что угол A2BH2 больше угла C2BH2, то есть условие задачи не выполнено, поэтому угол B не может быть тупым. 






Рис. 2
Из пунктов 1)-3) следует, что если ∠ABH = ∠ACB, то угол ABC прямой, что и требовалось доказать. 

Более короткий способ решения предложил М.А. Куканов (МРИО).

II способ. Опишем окружность около треугольника ABC. Пусть лучи BH и BM пересекают окружность в точках X и Y соответственно (рис. 3). 
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Из равенства углов ABH и CBM следует равенство дуг AX и CY, а также параллельность прямых XY и AC. 
Из того, что XY ∥ AC и BX ⊥ AC следует, что BX ⊥ XY, т. е. BY — диаметр окружности.
Диаметр окружности BY делит хорду AC пополам в точке M. Это возможно только в двух случаях: 1) AC ⊥ BY и 2) AC — диаметр окружности. Случай 1) невозможен, так как точки H и M различны, следовательно, AC — диаметр окружности, тогда угол ABC прямой, что и требовалось доказать. 





Рис. 3
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