Из домашней работы физматшколы
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
1. Хулиганы Петя и Вася по очереди вырывают по одному листу из учебника математики. В учебнике 300 страниц, занумерованных по порядку числами от 1 до 300 (всего 150 листов). Цель Пети, который начинает игру, — получить число 100 в виде суммы нечётных номеров некоторых вырванных им страниц. Цель Васи — получить число 100 в виде суммы чётных номеров некоторых вырванных им страниц. Побеждает тот, кто первым достигает цели. Кто из хулиганов может победить при правильной игре (как бы не играл соперник)?

Решение. Первый случай. Будем считать, что каждый вырывает не менее двух страниц, то есть Вася не может выиграть, вырвав лист 99/100 своим первым ходом. У Пети позиция сильнее, так как он может вынуждать Васю на ответные ходы, на вырывание того листа, который своим следующим ходом может вырвать Петя и получить нужную сумму. Записываем ход Пети, а под ним вынужденный ход Васи. 

Петя   1/2,       3/4,     5/6,     7/8,     9/10, 11/12, 13/14, 15/16, 17/18, 19/20,

Вася 99/100, 97/98, 95/96, 93/94, 91/92, 89/90, 87/88, 85/86, 83/84, 81/82.

Петя победил, так как сумма первых десяти последовательных нечётных натуральных чисел равна 100.

Второй случай. Считаем, что Вася может выиграть, вырвав лист 99/100 своим первым ходом. Петя ему должен помешать. Похожая стратегия. Но теперь уже, начиная со второго хода, сильная позиция у Васи: он вынуждает Петю делать очередные ходы, вырывая листы, которые нельзя оставлять Васе. 

Петя 99/100, 97/98, 95/96, 93/94, 91/92, 89/90, 87/88, 85/86, 83/84, 81/82,
Вася   1/2,       3/4,     5/6,     7/8,     9/10, 11/12, 13/14, 15/16, 17/18, 19/20.

Теперь победил Вася. Сумма чётных номеров всех вырванных им листов, без одного 9/10, даёт 100.
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Ответ в задаче зависит от того, можно или нельзя Васе выиграть одним ходом, вырвав один лист 99/100. Если можно, то победит Вася, если нет, то победит Петя. 

2. Числа от 1 до 10 расставили по одному в каждую из 10 областей, получившихся при пересечении четырёх окружностей (см. рис.). Оказалось, что суммы чисел, записанных внутри трёх пар окружностей, пересекающихся в точках A и D, B и E, C и F, равны. Какими могут быть эти суммы. Приведите примеры.

Решение. У трёх кругов есть область, принадлежащая только одному кругу. Покрасим эту и соседнюю с ней область одним цветом. Четыре незакрашенные области принадлежат любой паре кругов с закрашенными областями. В закрашенные части [image: image2.png]


трёх кругов поставим по два числа, сумма которых равна 15. 
Так как 1 + 2 + … + 9 + 10 = 55, то интересующие нас суммы равны 55 – 15 = 40. Вместо трёх сумм по 15 можно сделать три суммы: по 14, по 13, …, по 7, но по 6 и меньше уже нельзя.

Значит, одинаковые суммы чисел внутри любой пары указанных в условии задачи кругов могли быть любые — от 40 до 48.

   3. Четыре круга образовали в пересечении десять частей (см. рис. к задаче 2). Внутри частей написали числа от 1 до 10 (по одному в каждой части) так, что сумма чисел в каждом круге одна и та же. 
а) Какая? б) Приведите пример такой расстановки чисел.
Решение. В отличие от задачи 2, здесь сумма чисел внутри каждого из четырёх кругов должна быть одна и та же. Область в центре среднего круга принадлежит каждому кругу. Сюда можно ставить любое число, заполним эту область последней. Если обозначить буквами 6 чисел, которые надо поставить в областях, соседних с центральной, то через эти числа выражаются числа в оставшихся областях (см. рис.).
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Осталось подобрать числа от a до f. Пробуем так: a = 1, e = 2, c = 3, b = 4, 
d = 5, f = 6. Число 7 ставим в центральную область и заменяем числами три суммы. Убеждаемся, что внутри каждого круга сумма чисел равна 28.

4. В десяти коробках лежат конфеты, в каждой коробке все конфеты разные, пустых коробок нет и ни в каких двух коробках нет одинакового числа конфет. Докажите, что можно взять из каждой коробки по конфете так, чтобы все взятые конфеты были различными.

Решение. Расположим коробки в ряд по возрастанию количества конфет, присвоим коробкам номера от 1 — в ней меньше всего конфет — до 10 — в ней больше всего конфет. Одинаковых количеств конфет в коробках нет.
В коробке 1 берём любую конфету — сорта 1, из остальных коробок удалим конфету сорта 1, если они там есть. Так как конфеты в каждой коробке разные, то удалим не больше одной конфеты из каждой коробки. 
Из коробки 2 берём любую конфету — сорта 2, она отлична от сорта 1, из остальных коробок удалим конфеты сорта 2. И так далее. Так из каждой коробки мы возьмём по одной конфете без повторения сортов. 
5. В ряд выложили 20 белых и 20 чёрных шаров. На каждом из них написали, сколько шаров противоположного цвета находится левее его. Чему равна сумма на всех шарах?

Решение. Рассмотрим первую ситуацию: сначала идут все белые: 1б, 2б,…20б, потом все чёрные шары: 1ч, 2ч,…20ч.
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На каждом шаре напишем, сколько шаров противоположного цвета находится левее его. Получим:

Сумма всех написанных чисел равна 20 ∙ 20 = 400. 
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Передвинем шар 1ч влево и снова напишем числа на шарах. 

Число на шаре 20б увеличилось на 1, на шаре 1ч уменьшилось на 1, а сумма всех чисел не изменилась.
Меняя местами два соседних шара разных цветов, мы не меняем общей суммы чисел, написанных на шарах. Поскольку любую комбинацию чёрных и белых шаров можно получить из исходной комбинации конечным числом перестановок двух соседних шаров разных цветов, то для любой комбинации шаров сумма чисел, написанных на шарах равна 400. 
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