Показательное неравенство с оценкой произведения логарифмов
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
Рассмотрим решение неравенства из книжки того времени, когда конкурсные испытания по математике были суровыми. При решении задачи использованы способы оценки произведения логарифмов, присланные читателями сайта www.shevkin.ru.
1. Решите неравенство:

[image: image2.png](log, 3 -log; 4 - log, 5)*



 > [image: image4.png](logs 4-logs 5 - logs 6)%*



. 


(1)

Кому-то покажется, что неравенство простое, имеет вид [image: image6.png]


>[image: image8.png]b*



. «Эка невидаль!» – скажет мастер, – определите, что у вас больше: a или b, да сравните эти положительные числа с 1. Затем используйте свойства показательной функции. Мы бы и согласились, да вот это самое сравнение не является хорошо отработанным действием у школьников. 
Кажется, вступление затянулось. Начинаем.
Решение. Преобразуем первое основание степени:

[image: image9.png]a=log,3log; 4 -log, 5=log, 3 log; 4185 =




[image: image11.png]=log, 3 -log; 5 = log, 3'°835 = log, 5



.
Преобразуем второе основание степени:

b = [image: image13.png](log34-logs 5 -logs 6)? = (logz 4 - log; 6)2



.
Сравним числа a и b разными способами, затем закончим решение неравенства.
I способ. Оценим числа a и b натуральными числами. Так как 4 < 5 < 8, то [image: image15.png]log, 4 <log, 5 <log, 8



 = 3, т. е. [image: image17.png]2<a<



 3 
Чтобы доказать, что b [image: image19.png]>3



, докажем, что [image: image21.png]


 [image: image23.png]> /3



.

[image: image25.png]


 = [image: image27.png]log;4-log; 6 = g -log; 4-log; 6



 = [image: image29.png]1
- logs 47 -log; 67 =




[image: image31.png]1 1 88
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.

Тогда b [image: image33.png]> 1,792 > 3



 и из неравенств [image: image35.png]2<a<



 3 и b [image: image37.png]>3



 следует, что верно двойное неравенство [image: image39.png]1<a<



 b.
II способ (Михаил Александрович Куканов (МРИО)).
Надо доказать: [image: image41.png]b = (log34-log; 6)? = (logz 2-log336)% > a =log, 5



 или [image: image43.png](log3 36)% > (log, 3)? -log, 5 = log, 3 - log, 3 - log, 5



. Заменим [image: image45.png](log; 36)?



 на меньшее число [image: image47.png](log327)* =9



 и докажем, что 
[image: image49.png]9 > log,3-log,3-log, 5



.
Так как справа стоит произведение трех чисел, то напрашивается неравенство Коши для трех чисел [image: image51.png]a+ b+ c = 33abc



. Применим его к нашему неравенству. Заменим его правую часть на большее число:
[image: image53.png](log2 3+log; 3+log, 5)3
3



= [image: image55.png]log, 45)3 (log2 64)3 _
(—3 <(*2%) =8




Так как 9 > 8, то неравенство доказано.
III способ. (Алексей Владимирович)
[image: image57.png]


 [image: image59.png]=log25=§-log25=



 [image: image61.png]1 1 1 7
- log, 53 =--log; 125 < ~-log, 128 =~



, 
т. е. a < [image: image63.png]


.
[image: image65.png]log;4>1



; 
[image: image67.png]log; 6 =1+1log;2=1+2-logs2=1+:-log;32>1+3=2



;

[image: image1.png](log, 3 -log; 4 - log, 5)*



b [image: image69.png]_ : 25 (1.8 26t 7
= (log; 4-log; 6) >(1 5) =5>3>a



.
Из свойств показательной функции, которые иллюстрируют графики функций на рисунке, следует, что для чисел a и b, таких, что [image: image71.png]1<a<



 b неравенство [image: image73.png]


 >[image: image75.png]b*



 справедливо для всех x ∈ [image: image77.png]


. Мы получили все решения неравенства (1). 
Ответ
. [image: image79.png]


.

Сначала потренируйтесь в сравнении логарифмов.

2. Пробный ЕГЭ, 11.04.2019. Расположите в порядке возрастания числа:

a = [image: image81.png]log, 3



, b = [image: image83.png]loge 9



, c = [image: image85.png]logs 17



.

А теперь решите задачу 1 с исправлением предполагаемой опечатки.

3. Решите неравенство:

[image: image87.png](log, 3 -log; 4 - log, 5)*



 > [image: image89.png](logs 4-log, 5 - logs 6)%*



.
� В источнике дан неверный ответ.





