Задачи про угол в 15 градусов (класс 8+)
А. В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
Угол величиной 15° то и дело встречается в задачах. Это половина табличного угла в 30°, с чем и связаны способы решения геометрических задач до применения тригонометрии. Рассмотрим несколько задач, связанных с этим углом.
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1. В квадрате ABCD точку E выбрали на стороне CD так, что угол EAD равен 15° (рис. 1). Найдите отношение CE : ED.

Решение. На стороне BC построим отрезок BF = DE. Треугольники ABF и ADE равны по двум катетам (рис. 2). В них AF = AE и углы при вершине A содержат по 15°, следовательно, ∠FAE = 60°, а треугольник FAE — равносторонний. Обозначим CE = a, ED = b, тогда CF = a и сторона равностороннего треугольника равна a[image: image2.png]


 по теореме Пифагора.

В треугольнике ADE по теореме Пифагора составим уравнение:
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(1)
Разделив уравнение (1) на [image: image8.png]b2



, получим квадратное уравнение относительно величины t = [image: image10.png]


. Решим его и получим искомое отношение.
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(2)
Уравнение (2) имеет единственный положительный корень 1 + [image: image14.png]


.

Это и есть ответ задачи.

Ответ. 1 + [image: image16.png]


.
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2. В равностороннем треугольнике ABC точку D выбрали на стороне BC так, что ∠CAD = 15° (рис. 3). Найдите отношение BD : DC.

Решение. В треугольнике ABC проведём высоту AH, из точки D опустим перпендикуляр DE на AC. В прямоугольных треугольниках AED и AHD углы при вершине A содержат по 15°. Эти треугольники равны по гипотенузе и острому углу. В них DH = DE и AH = AE. 
В треугольнике CDE катет EC, лежащий против угла в 30°, равен половине гипотенузы. 
Обозначим CD = b, тогда CE = [image: image18.png]


, DE = CE = [image: image20.png]


 (теорема Пифагора). BD = [image: image22.png]i+—+b b(3 + 1)



. BD : DC = [image: image24.png]b(V3 +1):b=



1 + [image: image26.png]


.

Ответ. 1 + [image: image28.png]


.

Интересное совпадение результатов в задачах 1 и 2!
3. В квадрате ABCD провели дугу BD окружности с центром A. Точку E выбрали на стороне CD так, что ∠EAD = 15°. Из точки E провели касательную EK к дуге BD. Эта касательная пересекла сторону квадрата BC в точке H (рис. 5). Найдите отношения: а) BH : HC;   б) HK : KE.
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Решение. Проведём радиус AK в точку касания, AK ⊥ EH. BH = HK и KE = ED по свойству касательных, проведённых к окружности из одной точки. 

∆AKE = ∆ADE по катету и гипотенузе (рис. 6), ∠KAE = ∠DAE = 15°, ∠BAK = 60°. 
∆ABH = ∆AKH по катету и гипотенузе, ∠BAH = ∠KAH = 60° : 2 = 30°.
Обозначим BH = b, тогда AH = 2b и AB = b[image: image31.png]


 по теореме Пифагора.

HC = b[image: image33.png]


 ​– b = b([image: image35.png]V3-—1)



.

а) BH : HC =  [image: image37.png]b(V3 - 1)



 = [image: image39.png]


.   

б) Так как ∠AHB = ∠AHK = 60°, то ∠CHE = 60°, а ∠CEH = 30°. 

В прямоугольном треугольнике CEH  катет HC в два раза меньше гипотенузы HE, следовательно, HE = 2b[image: image41.png]V3 —2b



, а KE = 2b[image: image43.png]V3 —3b



. 
HK : KE =  [image: image45.png]__ b
b(2y3 -3)



 = [image: image47.png]2v3 +3



.   

Ответ. а)  [image: image49.png]


; б) [image: image51.png]2v3 +3



.
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Примечание 1. После задачи 2 мы обратили внимание на совпадение ответов задачах 1 и 2. Внимательный читатель Алексей Владимирович заметил, что это нетрудно доказать, наложив равносторонний треугольник на квадрат. Давайте докажем.

Наложим равносторонний треугольник на квадрат так, как показано на рисунке 7.

Угол END — внешний угол треугольника AND, ∠END = 15° + 60° = 75°. ∠NDE = 30°, значит, ∠DEN = 75° и ND = ED. Так как DC = DM, то и CE = MN, а отношения соответственно равных отрезков равны, то есть CE : ED = MN : ND, что и требовалось доказать. 
Примечание 2. Задачи рассчитаны на использование и тренировку приёмов решения, известных до изучения тригонометрии.
