Задачи по планиметрии. Подобие треугольников, тригонометрия…
А. В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
В учебнике «Геометрия, 7 класс (Бутузов В.Ф., Кадомцев С.Б., Прасолов В.В. Просвещение) под номером 94 помещена задача, которая есть и в учебнике Л.С. Атанасяна и др. 

1. На стороне AC равнобедренного треугольника ABC (AB = AC) отметили точку P. Оказалось, что AP = PB = BC (рис. 1). Найдите угол A и докажите, что BP — биссектриса угла ABC.
[image: image1.png]


Пусть  [image: image2.png]


 (здесь и далее все величины углов выражены в градусах). В двух равнобедренных треугольниках углы при основании равны: 
[image: image4.png]LA = LABP = x



, [image: image6.png]£CPB = £PCB



 [image: image8.png]= 2x



 (свойство внешнего угла треугольника). 
Тогда [image: image10.png]LABC = £ACB



 [image: image12.png]= 2x



. Из уравнения 
[image: image14.png]2x + 2x+x = 180



 найдём, что [image: image16.png]


 = 36. [image: image18.png]LA = 36°



. 

[image: image20.png]LPBC = 2x-x=x= £LPBA



, значит, BP — биссектриса угла ABC, что и требовалось доказать.

Ответ. 36[image: image22.png]


.

Эта простая задача открывает цикл задач, решению которых посвящена статья [1], есть и задача устного конкурсного экзамена, связанная с задачей 1.

[image: image169.png]Puc. 1



2. Вычислите в радикалах [image: image24.png]sin 54°



.

Связь задачи 2 с задачей 1 прояснится, если на рисунке 1 провести высоту PD к основанию равнобедренного треугольника APB (рис. 2). 
Тогда [image: image26.png]LAPD =90° — 36° = 54°



 и искомый [image: image28.png]sin 54°



 равен AD : AP.  
Чтобы найти это отношение, примем, что AB = 1. 
AB можно было обозначить буквой, но во всех треуголь-никах, подобных данному, искомое отношение одно и то же, поэтому для простоты вычислений выберем 
треугольник, боковые стороны которого равны 1. 

Обозначим AP = PB = BC = x. Из подобия треугольников ABC и BCP по двум углам следует, что 

[image: image30.png]CP _ CB
BC ~— AB



, или [image: image32.png]


, откуда следует, что x =[image: image34.png]


. 

Тогда [image: image36.png]sin 54°



 = AD : AP =  [image: image38.png]


 : [image: image40.png]


 = [image: image42.png]


 = [image: image44.png]


.
Ответ. [image: image46.png]


.

Теперь рассмотрим пару задач, встретившихся в Интернете.

3. Найдите стороны прямоугольника ABCD, в котором угол CAD равен [image: image48.png]72°



, а диагональ равна 4 (рис. 3).
[image: image49.png]Puc. 3 E Puc. 4




 Заметим, что 72[image: image51.png]


 — это угол при основании равнобедренного треугольника в задачах 1-2. Построим такой треугольник. 
На луче AD отметим точку E так, чтобы DE = AD. Соединим точки C и E отрезком, получим треугольник ACE, в котором медиана CD является высотой, этот треугольник равнобедренный: AC  = CE = 4. 
Проведём биссектрису AE угла при основании равнобедренного треугольника ACE. Так как углы ACE и EAF равны 36[image: image53.png]


, а угол AEC у треугольников ACE и EAF общий, то эти треугольники подобны по двум углам. Обозначим AE = AF = АC = x, тогда EF = 4 – x. Составим пропорцию:

 [image: image55.png]EF _ AE
AE — AC



, [image: image57.png]


, откуда следует, что x =[image: image59.png]


. Тогда AD = [image: image61.png]


. 
По теореме Пифагора найдём [image: image63.png]AB?



 = 10 + [image: image65.png]2+/5



. 
Тогда AB = [image: image67.png]16 — (\/5 — 1)2



 = [image: image69.png]10 + 2V5



.
Ответ. [image: image71.png]


 и [image: image73.png]10 + 2V5



.

А теперь рассмотрим несколько способов решения задачи, похожей на задачу 3. В ней изменено только одно условие.
4. Найдите стороны прямоугольника ABCD, в котором угол CAD равен [image: image75.png]75°



, а диагональ равна 4 (рис. 5).

[image: image76.png]Puc. 5 Prc. 6 Prc. 7





1-й способ. Угол CAD равен [image: image78.png]75°



, значит, угол BAC равен [image: image80.png]15°



. Построим прямоугольник AHEF так, чтобы AF = AB, AH = AD (рис. 6). 

Тогда AE = AC = 4, а угол CAE равен [image: image82.png]60°



, значит, треугольник ACE равносторонний, CE = 4. В равнобедренном прямоугольном треугольнике COE катеты CO и EO равны 2[image: image84.png]


.

Пусть AD = x, тогда CD = x + 2[image: image86.png]


, по теореме Пифагора имеем:

[image: image88.png]X2+ (x+2V2)2 =42



, x = [image: image90.png]


. AB = x + 2[image: image92.png]


 = [image: image94.png]V6 + /2



.
Стороны прямоугольника равны [image: image96.png]


  и [image: image98.png]V6 + /2



.

2-й способ. На луче AD отметим точку E так, чтобы DE = AD. Соединим точки C и E отрезком, получим треугольник ACE, в котором медиана CD является высотой, этот треугольник равнобедренный: AC = CE = 4. Проведём высоту AH к боковой стороне треугольника ACE (рис. 7). Так как в угол ACD равен [image: image100.png]15°



, то ACE равен [image: image102.png]30°



 и AH = 0,5AC = 2.
Обозначим AD = a, CD = b. Так как в треугольнике ACD угол C — наименьший, то a < b. Составим два уравнения.

Вычислив площадь треугольника ACE двумя способами, имеем:

0,5 ∙ 2a ∙ b = 0,5 ∙ 2 ∙ 4, т. е. ab = 4.

По теореме Пифагора имеем: [image: image104.png]a’? + b? = 16.




Для решения системы 

[image: image106.png]ab =4,
a’?+ b2 =16









(1)

заменим второе уравнение системы суммой второго уравнения и удвоенного первого уравнения. Получим систему, равносильную системе (1):

[image: image108.png]{ab =4,
a?+ 2ab + b? =24








(2)

На множестве положительных значений a и b система (2) равносильна системе

[image: image110.png]{

ab = 4,
a+b =26









(3)

Решив систему (3), получим две пары значений a и b: 

[image: image111.png]a =V6—V2,b =6 +2




и 
[image: image112.png]a =V6+V2,b =v6—-2,




из которых только первая пара удовлетворяет условию a < b. 
Стороны прямоугольника равны [image: image114.png]


  и [image: image116.png]V6 + /2



.

3-й способ. В рассмотренном 2-м способе решения можно вместо вычисления площади треугольника и решения системы уравнений применить теорему косинусов в треугольник ACE:

[image: image118.png]AE? = AC* + CE* —2-AC - CE



 ∙ [image: image120.png]cos30°= 32— 163



 = 8(4 [image: image122.png]—2V3) =




[image: image124.png]


8[image: image126.png](V3 —1)2



 = 2[image: image128.png](2V/3 - 2)2



, откуда следует, что 

AE = [image: image130.png]


 ([image: image132.png]2V3 —2)=2(V6 =2



). Тогда AD = [image: image134.png]


.
Для вычисления CD применим теорему Пифагора:

[image: image136.png]cD?



 = [image: image138.png]22— (V6-+2) =8+2v2 = (V6 +2)°



, CD = [image: image140.png]V6 + /2



.
Стороны прямоугольника равны [image: image142.png]


  и [image: image144.png]V6 + /2



.

4-й способ. А теперь рассмотрим более короткий способ решения задачи при помощи тригонометрии. В треугольнике ACD (рис. 5) AD = AC[image: image146.png]cos 75°



 = 
= 4[image: image148.png]cos(45° + 30°)



 = 4[image: image150.png]cos 45° cos 30° — 4sin45°sin 30°



 = [image: image152.png]


.

CD = AC[image: image154.png]-sin 75°



 = 4[image: image156.png]sin(45° + 30°)



 = 4[image: image158.png]sin 45°cos 30° + 4sin 30° cos 45°



 =
= [image: image160.png]V6 + /2



.
Стороны прямоугольника равны [image: image162.png]


  и [image: image164.png]V6 + /2



.

Ответ. [image: image166.png]


 и [image: image168.png]V6 + /2



.
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