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Вариант 1
1. Упростите выражение [image: image2.png]Jx — 18vVx — 81 —/x + 18Vx — 81



 при x > 165.
2. Функция f (x) — периодическая с периодом, равным 13. Если [image: image4.png]x € [0;13],



 то f (x) = [image: image6.png]13x — x?



. Решите уравнение f (x) = 30 для [image: image8.png]x €ER



.

3. Среди чисел z, таких, что [image: image10.png]|zi — 3| <2



, найдите числа с наименьшим и наибольшим модулем.
4. На отрезке [image: image12.png]


найдите нули функции 

f (x) = sin 3[image: image14.png]X -



 sin 4[image: image16.png]X



 – sin 2[image: image18.png]X -



 sin 5[image: image20.png]X



,

и укажите, какие из них принадлежат её промежуткам возрастания.  
5. Сравните числа F (1) и F (2), если F (x) — первообразная для функции 
f (x) = [image: image22.png](5x2 -2
9x
+2
0)- loge(7
—x)



.
6. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых уравнение [image: image24.png]x2—4x+9 _
X2-5x49



имеет хотя бы одно решение.
У к а з а н и е. Отметка «5» ставится за любые пять верно выполненных заданий. 

Решения

1. Преобразуем выражение A [image: image26.png]= Jx—18V/x— 81 —/x+ 18Vx— 81 =




[image: image27.png]=\]x—81—18\/x—81+81—\]x—81+18\/x—81+81=




[image: image29.png]=\](\/x—81—9)2—\](\/x—81+9)2= |Vx =81 —9| - [vx—81+9]|



.

При x > 165 верны неравенства 
[image: image31.png]Vx—81—9> V/165-81—-9> 0u



 [image: image33.png]Vx—814+9> 0



,

поэтому [image: image35.png]A=+Vx—-81-9—-+vx—-81-9=-18.




Ответ. –18.

2. На отрезке [image: image37.png][0;13]



 уравнение [image: image39.png]13x — x?



 = 30 имеет корни: [image: image41.png]X1 =



 3 и [image: image43.png]


. Так как функция f (x) периодическая с периодом 13, то для любого числа x и любого целого числа n верно равенство f (x + 13n) = f (x). Поэтому верны равенства f (3 + 13n) = f (3) = 0, f (10 + 13n) = f (10) = 0. 

Все корни уравнения f (x) = 30 задают формулы [image: image45.png]


 3 + 13n и [image: image47.png]X =



 10 + 13k, где n и k — целые числа.

Ответ. 3 + 13n; 10 + 13k, где n и k — целые числа.
3. Способ 1. Запишем число z в виде z = x + yi. Тогда [image: image49.png]zi—3= —y—3+uxi



. Перепишем неравенство в виде 

[image: image50.png]|—y — 3+ xi| <2,




[image: image51.png](y+3)?2+x*<4




[image: image1.png]Jx — 18vVx — 81 —/x + 18Vx — 81



Числа x и y задают пару чисел (x; y), изображающую точку (x; y), которая лежит на окружности или внутри окружности с центром (0; –3) и радиусом 2. Наименьший и наибольший модуль числа z получим в том случае, если расстояние от начала отсчёта до точки (x; y) будет соответственно наибольшим или наименьшим. Эти расстояния равны 1 и 5 соответственно (см. рис.). 

Способ 2. Числа [image: image53.png]


 и [image: image55.png]Al



 имеют одинаковые модули. Поэтому будем искать числа [image: image57.png]Al



 с наименьшим и наибольшим модулем. Изобразим числа [image: image59.png]Al



 и [image: image61.png]Al



 – 3 точками A и B на комплексной плоскости (рис. а). При этом положение начала координат не фиксируем (действительная ось направлена вправо, мнимая — вверх).  
[image: image211.png]Vi

7~ 1N\

N/




Так как чисел [image: image63.png]|zi — 3| <2



, то начало координат удалено от точки B на расстояние, не большее 2. То есть начало координат лежит на окружности с центром B и радиусом 2 или внутри этой окружности. Точка A удалена от начала координат на наименьшее и наибольшее расстояние, если начало координат расположено в точках M и N соответственно. Поэтому наименьший и наибольший модуль числа [image: image65.png]Al



, а значит, и числа z, равен 1 и 5 соответственно.
Ответ. 1 и 5.

4. Преобразуем формулу, которой задана функция:

f (x) = sin 3[image: image67.png]X -



 sin 4[image: image69.png]X



 – sin 2[image: image71.png]X -



 sin 5[image: image73.png]X



 [image: image75.png]



 [image: image77.png]= i(cos (—mx) — cos 7mx) — % (cos (—3mx) — cos 7mx) =




[image: image79.png]= i(cos X — cos 3mx) = %(—2 sin 27mx sin (—mx)) = sin 2mx sin Tx



.
Найдём нули функции на отрезке [image: image81.png]


. Решим уравнение:

  [image: image83.png]sin 27x sin wx



 = 0,
1) [image: image85.png]sin 27mx



 = [image: image87.png]



  или 
           2) [image: image89.png]sin tx



 = [image: image91.png]


, 

    [image: image93.png]21X



 = [image: image95.png]N,



 



    [image: image97.png]X



 = [image: image99.png]mk



, 

 [image: image101.png]


 [image: image103.png]


, n [image: image105.png]€Z



; 


[image: image107.png]X =



 k, k [image: image109.png]€Z



.

Так как все числа [image: image111.png]X



 содержатся среди чисел [image: image113.png]


, то все нули функции задаются первой формулой, а отрезку [image: image115.png]


 принадлежат числа  [image: image117.png]


, [image: image119.png]


, [image: image121.png]


. Это нули функции на указанном отрезке. 

Вычислим производную данной функции f (x): 
 [image: image123.png]i(cos nx — cos 3mx)’ = % (—msin wx + 3msin 3mx) = 12—[(35in 3mx — sin mx).




Так как f [image: image125.png]


([image: image127.png]


) [image: image129.png]. in3® _—cin &) ="(—3—
—Z(E}smZ smz)—z(a’ 1)<0



, то точка x = [image: image131.png]


 не принадлежит промежутку возрастания функции.
Так как f [image: image133.png]


([image: image135.png]


) [image: image137.png]= 12—[(35in 3m—sinm) =0



, то требуется дополнительное исследование. Определим знак второй производной в точке x = [image: image139.png]


.

f [image: image141.png]


([image: image143.png]


) [image: image145.png]2
= 12—[(35in 3mx —sinmx)' = "7 (9cos 3mx — cos x)



.
f [image: image147.png]


([image: image149.png]


) [image: image151.png]=T
> 9
cos 31
— cos
™)
-
— (=9
+
1
<
0



.
В точке x = [image: image153.png]


 функция f (x) имеет локальный максимум, т. е. точка x = [image: image155.png]


 является правым концом промежутка возрастания.

Так как f [image: image157.png]


([image: image159.png]


) [image: image161.png]—"(3sin Z—sin =) =T
—2(351nZ sin Z)—2(3+1)>0



, то точка x = [image: image163.png]


 принадлежит промежутку возрастания функции.
Таким образом, из трёх нулей функции только два числа 1 и [image: image165.png]


 принадлежат промежуткам возрастания функции.
Ответ. [image: image167.png]


, [image: image169.png]


, [image: image171.png]


 — нули функции; [image: image173.png]


 и [image: image175.png]


 принадлежат промежуткам возрастания функции.
5. Здесь главное не испугаться необходимости вычислять первообразную F (x) и не отказаться от решения задачи. Вычислять первообразную не потребуется.

Определим знак функции f (x) на отрезке [1; 2].

Функция [image: image177.png]g (x) = 5x2 —29x + 20



 убывает на отрезке [1; 2], абсцисса вершины параболы 2,9 и [image: image179.png]5>0; g(1)=—4



, [image: image181.png]g (2)=—18



.

Функция [image: image183.png]h (x) =logg(7 — x)



 убывает на отрезке [1; 2], [image: image185.png]h(1)>0



, [image: image187.png]h(2)>0



, следовательно, функции f (x) на отрезке [1; 2] принимает отрицательные значения.
Положительная площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции y = f (x), осью Ox и прямыми x = 1, x = 2 вычисляется по формуле 
S = [image: image189.png]—(F(2)—F (1))



, поэтому F (2) < F (1). 
Ответ. F (2) < F (1).
Замечание. Окончание решения задачи возможно без упоминания площади фигуры. Так как функция f (x) является производной функции F (x) и производная на отрезке [1; 2] принимает отрицательные значения, то функция F (x) является убывающей на этом отрезке, поэтому F (2) < F (1).

6. Так как [image: image191.png]x?—5x+9=(x—25)*+2,75>0



, то уравнение [image: image193.png]x2-4x+9 _
X2—5x+9



  равносильно уравнению [image: image195.png]x?—4x+9 = a(x?—5x +9).




Переписав это уравнение в виде 

[image: image196.png](a—Dx?—(5a—4)x+9a—9 =0,




отметим, что при a = 1 оно имеет корень. Если a [image: image198.png]


 1, то уравнение имеет хотя бы один корень при условии 

 [image: image200.png](5a—4)?>—(6a—6)2>=0



,

[image: image202.png](—a+2)(11a—10)=0



,

то есть для всех a из отрезка [image: image204.png]


, которому принадлежит и найденное ранее значение a = 1.

Итак, уравнение [image: image206.png]x2-4x+9 _
X2—5x+9



 имеет хотя бы одно решение, если a [image: image208.png]E[%;Z



.

Ответ. [image: image210.png]


.

2

