
Вокруг вписанной и вневписанной окружностей треугольника
Рассмотрим задачи, сформулированные сначала с конкретными числовыми данными (задача а), а потом в общем виде (задача б). Они связаны с вписанной и с вневписанными окружностями треугольника. Решения приведены только для задач б).
Для треугольника ABC центр и радиус вписанной окружности обозначим O и r, центры и радиусы вневписанных окружностей обозначим X и x, Y и y, Z и z. Первая окружность касается стороны BC = a, вторая — AC = b, третья — AB = c. Если учащимся уже показывалось двухбуквенное обозначение центров и радиусов вневписанных окружностей, то надо формулировать задачи в привычных учащимся обозначениях. Центры и радиусы вневписанных окружностей: [image: image2.png]
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1. а) Стороны треугольника ABC равны 13, 14 и 15. Определите, на какие отрезки стороны треугольника делят точки касания: вписанной окружности; вневписанных окружностей.
б) Длины сторон BC, AC и AB треугольника ABC равны соответственно a, b и c. Определите, на какие отрезки сторону BC треугольника ABC делит: точка касания вписанной окружности; точка касания вневписанной окружности.
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Пусть стороны BC касаются окружность с центром O, вписанная в треугольник ABC, и вневписанная окружность с центром X. Точки E и K, D и M, F и N — точки касания вписанной и вневписанной окружностей с лучами AB, AC со стороной BC соответственно (рис. 1).
По свойству касательных, проведённых из точки к окружности, AE = AD, 
BE = BF, CF = CD (рис. 2). 
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Обозначим AE = AD = d, тогда BE = BF = c – d, CF = CD = b – d и верно равенство a = c – d + b – d, откуда следует, что d = [image: image14.png]b+c-a



 = p – a, где p — полупериметр треугольника ABC; BF = с – d = p – b, CF = b – d = p – c. 
Итак, точка F касания вписанной окружности и стороны BC треугольника ABC делит сторону BC на отрезки BF = p – b и CF = p – c.
По свойству касательных, проведённых их точки к окружности, AM = AK, 
BN = BK, CN = CM. Так как периметр треугольника ABC равен 
AB + BN + NC + AC = AB + BK + CM + AC = AK + AM, а AK = AM, то AK = AM = p, тогда CN = CM = p – b, BN = BK = p – c.
Итак, точка N касания вневписанной окружности и стороны BC треугольника ABC делит сторону BC на отрезки CN = p – b, BN = p – с.
2. а) Сторон треугольника ABC равны 13, 14 и 15. Вычислите радиусы вписанной и вневписанных окружностей.
б) Выразите через a, b и c радиусы вписанной и вневписанных окружностей.

Так как площадь S треугольника ABC равна S = pr, а по формуле Герона она равна S [image: image16.png]= p(p—a)(p—b)(p—c)
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Так как треугольники AOD и AXM подобны по двум углам, то верно равенство [image: image20.png]XM _ AM
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, откуда получаем, что 
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3. а) Вычислите радиус вписанной, если вневписанные окружности имеют радиусы 4, 6, 12.

б) Докажите, что [image: image30.png]
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, что и требовалось доказать.

4. а) Радиусы вневписанных окружностей равны 21, 24 и 28. Вычислите периметр и площадь треугольника ABC.

б) Выразите через радиусы x, y и z вневписанных окружностей периметр и площадь треугольника ABC.
Из результата задачи 3 следует, что r [image: image46.png]— vz
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Перемножив равенства r [image: image52.png]~ |
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Периметр треугольника равен 2p = 2[image: image84.png]JXY +yz + xz
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5. а) Радиусы вневписанных окружностей треугольника ABC равны 21, 24 и 28. Вычислите стороны этого треугольника.

б) Выразите через радиусы x, y и z вневписанных окружностей треугольника ABC стороны a, b и c этого треугольника.
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