Учимся доказывать неравенства 
Рассмотрим несколько задач на доказательство неравенств. 
1. Докажите неравенство: 

[image: image2.png]4 —4 <V1-7+V2-6+V3-5<4n



.



(1)
Ну и чего же здесь сложного? — скажет читатель. Сумма трёх корней — это [image: image4.png]V7 + V12 +/15



 .

Выпишем двойные неравенства для данных корней:

[image: image6.png]2 <7 <3



,

[image: image8.png]3<V12<4



,

[image: image10.png]3 <15 < 4



.


(2)
Сложим неравенства (2):

[image: image11.png]8 < V7 +V12 +V15 < 11.




Неравенство [image: image13.png]V7 +V12 + V15 < 11



 [image: image15.png]< 4Am



 верно, так как [image: image17.png]4 =12,5..> 11



.

А неравенство  [image: image19.png]4Tt —4 <8



 неверно, но можно уточнить нижние границы в неравенствах (2): 

[image: image21.png]2,6 <VJ7 <3



,
[image: image23.png]3,4 <12 < 4



,
[image: image25.png]3,8 <15 < 4



.

(3)

Тогда после сложения неравенств (3) получим верное неравенство 
[image: image26.png]9,8 <7 + V12 + V15 < 11.




Теперь неравенство [image: image28.png]A —4 <7 +V12 +15



 верно, так как 

[image: image30.png]4m—4<4-3,15—-4=8,6<9,8



, а [image: image32.png]9,8 <V7 + V12 ++/15



.
Тем самым неравенство (1) доказано. 
А если корней будет много? Складывать 99 неравенств занятие хлопотное, а если ещё придётся 99 раз уточнять границы неравенств… Можно, конечно, но хочется придумать более изящное решение. Давайте вернёмся к решению задачи 1 и понаблюдаем. 
В неравенстве (1) два раза использовано число [image: image34.png]


 — это можно попробовать связать с длиной окружности или с площадью круга. Под знаком корня записаны произведение двух множителей, суммы которых равны одному и тому же числу 8. Может быть, это подсказка? Винни-Пух в этом месте сказал бы: «Это ж-ж-ж неспроста!» Где мы встречали среднее геометрическое двух отрезков [image: image36.png]


? 
В теореме о высоте, проведённой к гипотенузе прямоугольного треугольника. 
А эти треугольники легко связать с окружностью…

[image: image1.png]4 —4 <V1-7+V2-6+V3-5<4n



[image: image63.png]N

\1234
Puc.



Итак, строим полуокружность с диаметром 8. От одного конца диаметра откладываем отрезки длины 1, 2, 3, 4. Строим три прямоугольных треугольника, у которых проекции катетов равны 1 и 7, 2 и 6, 3 и 5. Высоты, проведённые к гипотенузе каждого из этих треугольников, равны соответственно [image: image38.png]


, [image: image40.png]


, [image: image42.png]


. Сумму этих высот не удаётся сравнить с длиной отрезка, выраженного через [image: image44.png]


. Тогда сложим площади прямоугольников с основаниями 1 и высотами [image: image46.png]


, [image: image48.png]


, [image: image50.png]


 и сравним эту сумму с площадью четверти круга. Получим:
[image: image52.png]V1-7+V2-6++V3-5<0,25-16m = 4n



 — это как раз то, что надо! 
[image: image64.png]Puc.2



Теперь нам нужны такие прямоугольники, сумма площадей которых будет больше площади четверти круга. Получим четыре прямоугольника и верное неравенство:

[image: image54.png]V1-74+V2:-6+V3-5 +4>4n



,
дающее нам окончательный результат:
[image: image56.png]4t —4<V1-7+V2-6++V3-5



.

Тем самым, мы доказали двойное неравенство (1).

Теперь у вас должна получиться чуть более трудная задача 2, а потом и трудная задача 3 из учебника И.Ф. Шарыгина «Геометрия, 7-9».
2. Докажите неравенство: 

[image: image58.png]9 — 6 < V11 ++v20+ V27 +32 4+ 35 < 9n



.

3. Докажите неравенство: 

[image: image60.png]2500 — 100 < V1-199++2-198 +



 … [image: image62.png]++v99-101 < 25007



.
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