Экзамен в стиле ретро. МГУ, мехмат, 1966

А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
Год 1966 — последний, в котором некоторые школы страны выпускали и 10-е, и 11-е классы. Это было связано с отказом от 11-летнего обучения в школе в 1964 году.  В стране ещё не началась реформа математического образования, ещё не приняты повышенные социалистические обязательства «Учим без «двоек», учим без второгодников!» 
Вариант вступительного письменного экзамена на мехмат МГУ [1] не требует каких-то «суперзнаний». Первые 4 задачи доступны хорошо тренированному десятикласснику, а задача 5 сложна. 
1. В реку впадает приток. На притоке на некотором расстоянии от его устья расположен пункт A. На реке на таком же расстоянии от устья притока расположен пункт B. Время, которое требуется моторной лодке, чтобы доплыть от пункта A до устья притока и обратно, относится ко времени, которое требуется ей, чтобы доплыть от пункта B до устья притока и обратно, как 32 : 35. Если бы скорость моторной лодки была на 2 км/ч больше, то это отношение было бы равно 15 : 16, а если бы скорость моторной лодки была на 
2 км/ч меньше, то это отношение было бы равно 7 : 8. Найти скорость течения реки. (Расстояния измеряются вдоль притока и реки соответственно.)
Положение пункта B — ниже или выше по течению реки, считая от устья притока — не играет роли. Пусть одинаковые расстояния от A и B до устья равны s км, собственная скорость лодки v км/ч, скорость течения реки x км/ч, а скорость притока y км/ч. Составим три уравнения:
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= 32 : 35,
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= 15 : 16,
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= 7 : 8.
После преобразований получим три уравнения системы:
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(1)
Упростив каждое уравнение системы (1), получим систему:
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(2)

Сложим второе и третье уравнение системы (2), после преобразования получим уравнение: 
[image: image12.png]v? = 12x% — 11y% — 4



. 
Подставив полученное выражение вместо [image: image14.png]


 в первое уравнение системы (2), после преобразования получим:
 [image: image16.png]


. 

Из второго уравнения системы (2) вычтем третье, получим: 8[image: image18.png]


 = 8([image: image20.png]


), откуда 
v = 12. 

Далее из уравнений [image: image22.png](12 -2)2
=8x?
— 7y2



 и 12 = [image: image24.png]


 находим x = 4, y = 2 и убеждаемся, что тройка чисел v = 12, x = 4, y = 2 является решением системы (1).

Итак, скорость течения реки равна 4 км/ч.

Ответ. 4 км/ч.

2. Решить неравенство 5 + 2[image: image26.png]cos 2x < 3|2sinx — 1|



.
Применив формулу косинуса двойного угла, перепишем данное уравнение в виде

7 [image: image28.png]— 4sin?x < 3|2sinx — 1|



.







(3)
1) Если [image: image30.png]sinx >



 0,5, то неравенство (3) имеет вид

7 [image: image32.png]— 4sin?x < 6sinx — 3



,
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,
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, условие [image: image39.png]sinx >



 0,5 выполнено, 
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2) Если [image: image45.png]sinx <



 0,5, то неравенство (3) имеет вид

7 [image: image47.png]— 4sin?x < —6sinx + 3



,
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[image: image50.png]2(sinx — 2)(sinx + 0,5) > 0



,
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, условие [image: image54.png]sinx <



 0,5 выполнено, 
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3. Шар радиуса r касается всех рёбер треугольной пирамиды. Центр шара лежит внутри пирамиды на её высоте на расстоянии r[image: image63.png]


 от вершины. Доказать, что пирамида правильная. Найти высоту пирамиды.
Пусть центр O шара лежит на высоте DH пирамиды DABC. Шар касается шести рёбер пирамиды в точках K, L, M, R, S, T, OK = OL = … = OT = r; каждый из шести отрезков длины r перпендикулярен ребру пирамиды. Отрезки трёх касательных, проведённых к шару из вершины D пирамиды, равны. Это следует из равенства прямоугольных треугольников DRO, DSO и DTO по гипотенузе и катету. Аналогично показывается, что  отрезки трёх касательных, проведённых к шару из каждой вершины  основания пирамиды равны. Обозначим длины отрезков касательных, выходящих из каждой вершины пирамиды соответствующей буквой: AK = AM = AR = a, BK = BL = BS = b, CM = CL = CT = c, DR = DS = DT = d. 
В плоскости DMH лежат наклонные DM и OM и их проекция HM на плоскость ABC. Так как OM [image: image65.png]


 AC, то HM [image: image67.png]


 AC и DM [image: image69.png]


 AC. Применим теорему Пифагора: 
[image: image71.png]DM? = (d +c¢)*—c?*=(d + a)? — a?



,
получим, что a = c. Аналогично доказывается, что a = b. Итак, AB = BC = AC = 2a, т. е. основание пирамиды — правильный треугольник.

Так как MH и KH — серединные перпендикуляры к сторонам равностороннего треугольника, то H — центр основания пирамиды. Пирамида, основание которой — правильный треугольник, а вершина проектируется в центр основания, является правильной, что и требовалось доказать.
Вычислим высоту пирамиды. В прямоугольном треугольнике DOT [image: image73.png]d? =3r2—r? =
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, d [image: image77.png]
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. В равностороннем треугольнике ABC [image: image81.png]CH:Z_ZawE:Zaﬁ
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.
Из подобия треугольников DOT и DCH следует, что CH : r [image: image83.png]=(a+1rV2):rV3



, откуда следует, что a [image: image85.png]=rV2



. Тогда a = [image: image87.png]rv2



 — все рёбра пирамиды равны 2[image: image89.png]rv2



, а 
[image: image91.png]DH? = DC? — CH? = (2rV2)? - (M) e



, откуда следует, что DH = [image: image93.png]413




.
Ответ. [image: image95.png]413




. 
4. Из гранита нужно вырубить постамент в форме прямоугольного параллелепипеда, высота которого должна быть равна диагонали основания, а площадь основания должна быть равна 4 м2. При каком отношении сторон основания площадь поверхности постамента будет наименьшей?
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Рассмотрим прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1, у которого AB = x, x > 0, тогда BC = [image: image97.png]


, а  
CC1 = [image: image99.png]


. Поверхность постамента будет наименьшей, если сумма площадей двух соседних боковых граней будет наименьшей, т. е. если произведение [image: image101.png]


 будет наименьшим. Первый множитель — сумма положительных чисел 
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 = 2 [image: image105.png]


 Она достигает наименьшего значения при x = 2.

Второй множитель достигает наименьшего значения при условии, что сумма положительных чисел [image: image107.png]


 достигает наименьшего значения. Так как 
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 = 4[image: image111.png]


, 

то сумма достигает наименьшего значения при x = 2.

Так как каждый положительный множитель достигает наименьшего значения при x = 2, то и их произведение достигает наименьшего значения при том же значении x. 

Поэтому поверхность постамента будет наименьшей при AB = 2, BС = [image: image113.png]


 = 2. Отношение сторон основания равно 1 : 1. 

Ответ. 1 : 1.
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5. Найти все значения a и b, при которых система 
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(4)

имеет только одно решение (a, b, x, y — действительные числа, x > 0).
Так как x > 0, то из второго уравнения системы (4) следует, что 
b > 0. Второму уравнению системы удовлетворяют все пары чисел 
(x; y), изображаемые точками полуокружности с центром (0; 0) и радиусом [image: image117.png]


, такими, что  [image: image119.png]0<x<+b



, |[image: image121.png]y| < Vb



. Рассмотрим два случая: a = 0 и a > 0.
1) Если a [image: image123.png]


 0, то [image: image125.png]x¥ =1



, перепишем систему (4) в виде:
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(5)

Если 0 < b [image: image129.png]


 1, то 0 < x [image: image131.png]


 1, –1 < y < 1. Система (5) имеет единственное решение ([image: image133.png]


; [image: image135.png]


), так как если  y ≠ 0, то [image: image137.png]x <



 1 и при y > 0 верно неравенство [image: image139.png]x¥ <1



, а при y < 0 верно неравенство [image: image141.png]x¥ > 1



. 
Если b > 1, то система (5) имеет два решения (1; [image: image143.png]


) и (1; [image: image145.png]


). 
Итак, если a = 0, 0 < b [image: image147.png]


 1, то система (5), а значит, и система (4)  имеют единственное решение.   

2) Пусть a [image: image149.png]


 0, тогда y ≠ 0. Если система (4) имеет решение [image: image151.png](x0; Vo)



, то верны два числовых равенства 
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(6)

Из верных числовых равенств (6) следует, что для пары чисел[image: image157.png](x0;=Y0)



 верны числовые равенства:
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Это означает, что вместе с решением [image: image163.png](x0; Vo)



 система (4) имеет и решение [image: image165.png](x0; —Vo)



, и эти решения различны, так как [image: image167.png]Yo



 ≠ 0.

Ответ.[image: image169.png]


 0 < b [image: image171.png]
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