Расстояния от точки до плоскости

Продолжаем разговор о выборе метода решения геометрической задачи, начатый в заметке Выбор метода решения задачи в геометрии. Как не проиграть. Начнём с трёх способов решения одной задачи.

1. Дан куб [image: image2.png]ABCDA,B,C,D,



, ребро которого равно 1. Вычислите расстояние от точки [image: image4.png]


до плоскости [image: image6.png]ACD,



. 

[image: image1.png]ABCDA,B,C,D,



Способ 1. 1) Пусть O — точка пересечения диагоналей AC и BD нижнего основания куба, а [image: image8.png]


 — точка пересечения диагоналей [image: image10.png]A, Cy



 и [image: image12.png]B,D;



 верхнего основания куба (рис. 1). Из теоремы Фалеса следует, что параллельные прямые [image: image14.png]


 и [image: image16.png]B0,



 делят диагональ куба [image: image18.png]DB,



 на три равные части: [image: image20.png]DM = MN = NB,



 (рис. 2), поэтому [image: image22.png]


 Осталось показать, что [image: image24.png]


 — это перпендикуляр к плоскости [image: image26.png]ACD;



, тогда расстояние [image: image28.png]


 — это искомое расстояние от точки [image: image30.png]


до плоскости [image: image32.png]ACD,



.
2) Так как [image: image34.png]¥z

DO :D,D =
2

:1=1:v2=D,D:DB,



, то треугольники [image: image36.png]D, DO



 и [image: image38.png]B,D,D



 подобны по двум сторонам и углу между ними, следовательно, [image: image40.png]¢DB,;D; = 20D, D



. Так как [image: image42.png]¢DB,;D; = 20D, D



 и [image: image44.png]2£0D,D + 2B, D,0 = 90



°, то [image: image46.png]/DB, D; + 2B, D,0 = 90



° и [image: image48.png]£/B;MD; =90



°. Прямая [image: image50.png]DB,



 перпендикулярна прямой AC (по теореме о трёх перпендикулярах). Так как прямая [image: image52.png]DB,



 перпендикулярна двум пересекающимся прямым [image: image54.png]0D,



 и AC плоскости [image: image56.png]ACD,



, то она перпендикулярна плоскости [image: image58.png]ACD,



, что и требовалось доказать. 

Итак, расстояние от точки [image: image60.png]


до плоскости [image: image62.png]ACD,



 равно [image: image64.png]


.
Соглашаюсь, что способ 1 тяжеловат для записи на экзамене. Есть более алгоритмичный способ решения задачи.

Способ 2 (метод координат). 1) Введём прямоугольную декартову систему координат с началом в точке D. Пусть лучи DC, DA и D[image: image66.png]


 задают соответственно оси Ox, Oy и Oz (рис. 3). Определим координаты точек: 
D (0; 0; 0), C (1; 0; 0), A (0; 1; 0), [image: image68.png]


 (0; 0; 1), [image: image70.png]


 (1; 1; 1).
[image: image71.png]



Плоскость [image: image73.png]ACD,



 задаётся уравнением ax + by + cz + d = 0. Подставив в это уравнение последовательно координаты точек: C, A и [image: image75.png]


, получим равенства, из которых получим: a = b = c = –d. так как плоскость [image: image77.png]ACD,



 не проходит через начало координат, то d [image: image79.png]


0. Подставим в уравнение плоскости –d вместо a, b, c и разделим уравнение на –d. Получим x + y + z – 1 = 0.
Пусть в прямоугольной декартовой системе координат даны точка [image: image81.png]


([image: image83.png]Xo; Yo, Zo



) и плоскость ax + by + cz + d = 0, тогда расстояние ρ от точки [image: image85.png]


 до этой плоскости вычисляют по формуле: 

ρ = [image: image87.png]lax,
0+D.
YVo+cZ,
o+d
|

Wrora =i
az+

b2 +
2



.

Здесь [image: image89.png]a’?+b%>+c?2£0



, так как в противном случае d = 0 (доказательство формулы приведено в дополнении).
Подставим координаты точки [image: image91.png]


 и a = b = c = 1 и d = –1 в формулу расстояния от точки до плоскости, получим: ρ = [image: image93.png]11+1-1+11-1] _ 2 _ 2V3

Vi1z+12 +12 V3 3



.
Способ 3 (вычисление объёма). 1) Куб составлен из пирамиды [image: image95.png]B,ACD,



и четырёх пирамид с тремя взаимно перпендикулярными рёбрами, имеющими общие вершины B, D, [image: image97.png]


 и [image: image99.png]


 (рис. 4). Объём каждой из них равен [image: image101.png]


. 

Объём пирамиды [image: image103.png]B,ACD,



 равен 1 – [image: image105.png]O

Wl



. Выразим этот объём через высоту пирамиды H — её длина и есть искомое расстояние от [image: image107.png]


 до плоскости [image: image109.png]ACD,



.

[image: image111.png]


.

Теперь из равенства [image: image113.png]Wik

Wik

N
3



 найдём: [image: image115.png]


.

2. В пирамиде [image: image117.png]DABC



 рёбра CA, CB, CD взаимно перпендикулярны и равны соответственно 1, 2, 3. Вычислите расстояние от точки C[image: image119.png]


до плоскости ABD. 

Ответ. [image: image121.png]


.

3. В прямоугольном параллелепипеде [image: image123.png]ABCDA,B,C,D,



 рёбра [image: image125.png]AB



, [image: image127.png]BC



, [image: image129.png]CC,



 равны соответственно 2, 3, 1. Вычислите расстояние от точки [image: image131.png]


до плоскости [image: image133.png]ACD,



. 

Ответ. [image: image135.png]


.

Дополнение. Пусть в прямоугольной декартовой системе координат даны точка [image: image137.png]


([image: image139.png]Xo; Yo, Zo



) и плоскость ax + by + cz + d = 0. Докажем, что расстояние ρ от точки [image: image141.png]


 до этой плоскости вычисляют по формуле: 

ρ = [image: image143.png]lax,
0+D.
YVo+cZ,
o+d
|

Wrora =i
az+

b2 +
2



.

1) Рассмотрим вектор [image: image145.png]i {a; b; c}



. В данной плоскости выберем произвольные точки M [image: image147.png](x5 v1; 271)



 и N [image: image149.png](x3; V23 Z2)



, тогда [image: image151.png]W{xz —X1; Y2 — V1 Z3 — 71}



. При этом верны равенства [image: image153.png]ax, + by, +cz;, +d =0



 и [image: image155.png]ax, + by, +cz,+d =0



.
Вычислим скалярное произведение векторов [image: image157.png]


 и [image: image159.png]MN



:

[image: image160.png]a(x, —x)+b(y, —y,) +c(z,—2z;) =




[image: image162.png]= (ax, + by, + cz, +d) — (ax; + by; +cz;+d)=0—-0=0



.

Вектор [image: image164.png]


 перпендикулярен вектору [image: image166.png]MN



, а так как точки M и N выбраны произвольно, то вектор [image: image168.png]


 перпендикулярен любой прямой данной плоскости, то есть данной плоскости. Вектор [image: image170.png]


 [image: image172.png]{a; b; c}



 называют нормальным вектором плоскости ax + by + cz + d = 0.

Пусть K [image: image174.png](x3; v3; Z3)



 — основание перпендикуляра [image: image176.png]


 к данной плоскости, тогда верно равенство

[image: image178.png]ax; +by; +cz;+d=0



 




(*)
Вектор [image: image180.png]


 параллелен вектору [image: image182.png]


, их координаты пропорциональны:

[image: image184.png]x3 — xo = ka



, [image: image186.png]V3 — Vo = kb



, [image: image188.png]Z3 — Zg = kc



,

[image: image190.png]x3 = xo + ka



, [image: image192.png]V3 = Vo + kb



, [image: image194.png]Z3 = Zg + ke



.

Подставим полученные результаты в равенство (*):

[image: image196.png]a(xy+ ka) + b(yy+ kb)+ c(zy + kc) +d =0



,

[image: image198.png]axy + byy + czy +d = —k(a? + b? + ¢?)



, 

откуда следует, что [image: image200.png]—(axo+byo+czo+d)
k= ——0 0" o7~
a2 +b2+c2



.
Длина ρ перпендикуляра [image: image202.png]


 и есть расстояние от точки [image: image204.png]


([image: image206.png]Xo; Yo, Zo



) до данной плоскости. Выразим ρ через координаты точки [image: image208.png]


 и числа a, b, c, d, где
[image: image210.png]a?+b%+c? %0



, так как [image: image212.png]


 [image: image214.png]


.
[image: image215.png]p? = (x3—x0)% + (y3 — ¥0)? + (23 — 29)? =




[image: image217.png]= (ka)? + (kb)?+ (kc)? = k?(a® + b* + ¢?)



,
откуда следует, что
ρ [image: image219.png]= Ik 7 b2 7 — |laxo+byo+czo+d|-Va?+ b? + c2 - laxy+byo+czo+d|
va* + +c >
az+b2+c2 vaz+ b2 + ¢c2



,
что и требовалось доказать.
