«Поступаем» в МИСиС на рубеже веков
 Желающие посмотреть, что требовалось лет 20 тому назад от выпускников школы по математике при поступлении в не самый «крутой» институт того времени, могут попробовать решить 12 задач, на которые отводилось 240 минут. Это Московский институт стали и сплавов. Это тестирование до экзамена, но требования впечатляют.
Типовой вариант тестирования

ПО МАТЕМАТИКЕ

1. Решите уравнение [image: image2.png]3 2x-1 _  2x+1

x+2 x+1  x2+43x4+2



.

2. Вычислите [image: image4.png]cosa



, если [image: image6.png]tga



 [image: image8.png]


 [image: image10.png]


0,75, [image: image12.png]


 ∈ [image: image14.png]



3. Решите уравнение [image: image16.png]3x2+15x + 2VxZ +5x + 1 = 2



.

4. Преобразуйте и вычислите [image: image18.png]_t _L
2510865 + 49logg7



.

5. Решите уравнение [image: image20.png]4% — 3x—0,5 = 3x+0,5 _ sz—l



.

6. Решите неравенство [image: image22.png]0,5+ log, x —log, 5x <log:(x + 3)



.

7. Преобразуйте f (x)[image: image24.png]~(

x=2 x=2

+
Vx+2+Vx=-2 Vx2-4-x+2




 
и вычислите f ' (3).

8. Сумма трёх чисел, образующих возрастающую арифметическую прогрессию, равна 0, а сумма квадратов этих чисел равна 8. Найдите сумму четвёртых степеней этих чисел.

9. В сосуде было 12 л чистой кислоты. Часть кислоты отлили и сосуд долили водой. Затем отлили ещё столько же и опять долили водой. Сколько (в литрах) отливали каждый раз, если в сосуде оказался 25 % раствор кислоты?

10. В шар вписана правильная треугольная пирамида наибольшего объёма. Найдите квадрат отношения радиуса шара к стороне основания пирамиды.

11. Найдите длину биссектрисы угла BAC треугольника ABC с вершинами A [image: image26.png](V2;V2)



, B [image: image28.png](0;-2v2)



, C [image: image30.png](-8v2;—2v2)



.

12. Найдите, при каких значениях параметра a уравнения [image: image32.png]sin?x = 0,5



 
и [image: image34.png]2a +9 + (2a — 5) cos 4x = 28sin’x



 равносильны.

Замечание к задаче 9. Учителя химии предупреждают: «Если хочешь стать уродом, в кислоту добавишь воду». Это к тому, что первая манипуляция — отлить кислоты и в кислоту добавить воду опасна для лица манипулятора, но задачу составляли математики, не помнящие предупреждения учителя химии.

Желаю удачи!

Через пару дней здесь разместим ссылку на решения задач. Ответы можно разглядеть на открытке к новости.

Решения задач

К задачам 1-4 приведём только ответы.

1. 1. 2. 0,8. 3. –5; 0. 4. 10.

К задачам 5-12 приведём решения.

5. Решите уравнение 

[image: image36.png]4% — 3x—0,5 = 3x+0,5 _ sz—l



.



Преобразуем уравнение, стараясь получить равенство степеней с одинаковыми основаниями.

[image: image38.png]2
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-2
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,5
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,

[image: image40.png]3.4_x_2.3x—0,5_
= 2.3x+0,5



,      | [image: image42.png]



[image: image44.png]31,5
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,      

[image: image46.png]31,5
S4X =
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,     


| [image: image48.png]: 3%




[image: image50.png]315 (
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,     


| [image: image52.png]



[image: image54.png]


,     



x = 1,5.
Ответ. 1,5.
6. Решите неравенство [image: image56.png]0,5+ log, x —log, 5x <log:(x + 3)



.

Преобразуем неравенство при условии x > 0.

[image: image58.png]0,5+ 0,5log, x —log, 5x < —log,(x + 3)



,       | [image: image60.png]



[image: image62.png]1+ log, x — 2log, 5x + 2log,(x +3) < 0



,

[image: image64.png]log, x —log, 25x2 + log,(x + 3)? < —1



, 

[image: image66.png]1 x(x +3)2

27 95,2 <-1



,

[image: image68.png]


.
Так как для x > 0 верно неравенство [image: image70.png]


, то последнее неравенство равносильно на множестве положительных чисел неравенству

 [image: image72.png]+3)% 1
(x+372 1
25x 2



,
решив которое, получим множество всех решений исходного неравенства: (2; 4,5).

Ответ. (2; 4,5).

7. Преобразуйте f (x)[image: image74.png]~(

x=2 x=2

+
Vx+2+Vx=-2 Vx2-4-x+2




 
и вычислите f ' (3).

Дроби имеют смысл при условии x > 2 (при x = 2 знаменатель второй дроби обращается в нуль).
 f (x)[image: image76.png]_ Vx=2 + Vx=2-Vx=2 -2 _
T \Vxrz+Vx—2 | Vx-2-(Vx+2 —Vx-2) -



 
[image: image77.png]-2

:< Vx -2 Vx -2 )

+
VX+ 2+Vx — 2 Jx+2 —-Vx-2





[image: image78.png]-2

7<x/x—2 c(WxF2 —Vx—2+Vx+2+Vx-2)
B x+2—(x—2) )




[image: image80.png]_ (zmm) s

4 x2 -4




.

f ' (x) = 4[image: image82.png]—8x
(x2-4)2

(=D = —4@2 = D2 (P =4 =




.
f ' (3) =[image: image84.png]0,96



.
Ответ. –0,96.

8. Сумма трёх чисел, образующих возрастающую арифметическую прогрессию, равна 0, а сумма квадратов этих чисел равна 8. Найдите сумму четвёртых степеней этих чисел.

Обозначим три числа [image: image86.png]


, [image: image88.png]


, [image: image90.png]a+d



, [image: image92.png]d>0



. По условиям задачи: 

1) [image: image94.png]


 + [image: image96.png]


 + [image: image98.png]a+d=0



, следовательно, [image: image100.png]


 Числа равны [image: image102.png]


, [image: image104.png]


, [image: image106.png]



2) [image: image108.png](—d)?+0%2+d?>=38



, следовательно, [image: image110.png]


 Числа равны [image: image112.png]


, [image: image114.png]


, 2[image: image116.png]



Сумма их четвёртых степеней равна 32.
Ответ. 32.

9. В сосуде было 12 л чистой кислоты. Часть кислоты отлили и сосуд долили водой. Затем отлили ещё столько же и опять долили водой. Сколько (в литрах) отливали каждый раз, если в сосуде оказался 25 % раствор кислоты?

Способ 1. Пусть первый раз отлили x л кислоты, где x < 12, осталось (12 – x) л кислоты. Тогда доля кислоты в растворе перед второй манипуляцией составляла [image: image118.png]12—x
12




.  Второй раз отлили x л раствора, в котором содержалось [image: image120.png](12—x)x
12



 л кислоты. 

Известно, что осталось 25 % от 12 л кислоты, т. е. 3 л кислоты, значит, отлили за два раза 9 л кислоты. Составим уравнение: x + [image: image122.png](12—x)x
12

=9



.

Решив это уравнение, получим его единственный корень 6, удовлетворяющий условию x < 12.

Способ 2. Пусть первый раз отлили [image: image124.png]§(0<§<1)



 объёма кислоты, долили воды, объём оставшейся части кислоты составлял [image: image126.png]


 объёма полученного раствора. Во второй раз отлили [image: image128.png]q



 объёма раствора, в том числе и [image: image130.png]q



 объёма кислоты, долили воды. После двух манипуляций объём оставшейся части кислоты составлял [image: image132.png]


 =[image: image134.png]Fyey



, откуда следует, что [image: image136.png]


 =[image: image138.png]N =



, то есть [image: image140.png]q



 =[image: image142.png]N =



. Итак, два раза отливали половину от 12 л, то есть 6 л.
Ответ. 6.
[image: image1.png]3 2x-1 _  2x+1

x+2 x+1  x2+43x4+2



Замечание. Второй способ решения может оказаться труднее для восприятия, при обучении школьникам можно показать такую иллюстрацию для этого способа. Примем первоначальный объём кислоты за 1 и изобразим его в виде квадрата со стороной 1. Остальное понятно по рисунку.

10. В шар вписана правильная треугольная пирамида наибольшего объёма. Найдите квадрат отношения радиуса шара к стороне основания пирамиды.

[image: image265.png]


Требуется найти квадрат отношения, поэтому ответ не зависит от радиуса шара. Путь радиус шара равен 1. Вершина S правильной пирамиды проектируется в центр P правильного треугольника ABC. Центр шара O лежит на высоте SP пирамиды. SO = OC = 1. Обозначим длину проекции радиуса OC на плоскость основания x, x [image: image144.png]


. Тогда PO = [image: image146.png]


, 
SP = [image: image148.png]14+ V1 —x2



. 

Так как x = [image: image150.png]wikN



, то [image: image152.png]AB



 =[image: image154.png]


, площадь основания пирамиды равна [image: image156.png]3x23




, а объём V пирамиды равен 

V [image: image158.png]= 128 (1 4 VT=22) = 2 (32 +Vx¥ = x)

- 4




.
Найдём значение x, такое, что 0 < x [image: image160.png]


 1, и функция 

V (x) [image: image162.png]=B (x2 4+ VxF =)




достигает наибольшего значения на промежутке 0 < x [image: image164.png]


 1.
V '(x) [image: image166.png]



Найдём критические точки функции V (x) на промежутке 0 < x [image: image168.png]


 1. Учитывая, что [image: image170.png]


, решим уравнение: 

[image: image172.png]



 





(1)

[image: image174.png]2V1-x2+2-3x% _ 0




,    | ∙ [image: image176.png]


 
[image: image178.png]2V1 —x2=3x%2-2



.      
 




(2)

Решим уравнение (2) при условии [image: image180.png]3x2>2



.
Уравнение (2) имеет единственный корень [image: image182.png]


, удовлетворяющий ограничениям 0 < x [image: image184.png]


 1 и [image: image186.png]3x2>2



; x = [image: image188.png]


 — критическая точка функции V (x) на промежутке 0 < x [image: image190.png]


 1. 
На промежутке 0 < x [image: image192.png]


 [image: image194.png]


 верно неравенство V '(x) > 0, так как 
V '[image: image196.png]


 > 0; на промежутке [image: image198.png]


 < x [image: image200.png]


 1 верно неравенство V '(x) < 0, так как 
V '[image: image202.png]


 < 0. Следовательно, точка x = [image: image204.png]


 — единственная точка максимума функции V (x) на интервале (0; 1). При x = [image: image206.png]


 объём пирамиды наибольший.
Теперь вычислим требуемый квадрат отношения радиуса шара к стороне основания пирамиды: [image: image208.png]


 0,375.
 Ответ. 0,375.
11. Найдите длину биссектрисы угла BAC треугольника ABC с вершинами A [image: image210.png](V2;V2)



, B [image: image212.png](0;-2v2)



, C [image: image214.png](-8v2;—2v2)



. 

Найдём длину биссектрисы в треугольнике, подобном данному с коэффициентом подобия [image: image216.png]N |5



, полученный результат разделим на [image: image218.png]N |5



 и получим искомую длину биссектрисы треугольника ABC.
[image: image266.png]


Итак, пусть в треугольнике KLM координаты вершин таковы: K [image: image220.png](1;1)



, 
L [image: image222.png](0;-2)



, M [image: image224.png](-8;-2)



. KL = [image: image226.png]V12 + 32



 = [image: image228.png]


, KM = [image: image230.png]V92 + 32



 = [image: image232.png]3v10.



 
Пусть KN — биссектриса угла K треугольника KLM. По свойству биссектрисы угла треугольника имеем: MN : NL = MK : KL = 3 : 1. Точка N имеет координаты (–2; –2). Их можно получить по формулам координат точки, делящей данный отрезок в данном отношении. 
KN = [image: image234.png]V32 + 32



 = [image: image236.png]3v2



, а искомая биссектриса равна [image: image238.png]3V2:

N



 = 6.
Ответ. 6.
12. Найдите, при каких значениях параметра a уравнения 
[image: image240.png]sin?x = 0,5



 






(1)

и 
[image: image242.png]2a +9 + (2a — 5) cos 4x = 28sin’x



 


(2)

равносильны.

Требуется найти все такие значения a, при каждом из которых множества решений уравнений (1) и (2) совпадают. Преобразуем уравнение (2):

[image: image244.png]2a+9+ (2a—-5)



([image: image246.png]cos?2x — sin?2x



)[image: image248.png]= 14(1 — cos 2x)



,

[image: image250.png]2a+9+ (2a—-5)



([image: image252.png]2cos?2x — 1



)[image: image254.png]= 14 — 14cos 2x



,

[image: image256.png]2a+9+2(2a—5)cos?2x —2a+5 —14 + 14cos2x =0



,

[image: image258.png](2a — 5)cos?2x + 7cos 2x = 0



,

[image: image260.png]cos 2x ((Za —5)cos2x + 7) =0



.



(3)

Так как уравнение (1) равносильно уравнению [image: image262.png]cos2x =0



, то уравнение (3) равносильно уравнению (1) тогда и только тогда, когда [image: image264.png]|[2a—5|< 7



. Решив это неравенство, получим –1 < a < 6.
Ответ. –1 < a < 6.
А.В. Шевкин, avshevkin@mail.ru
2

