Параметры. Уравнение, система уравнений, неравенство
Рассмотрим задачу из книги «Математика абитуриентам экономических вузов: Учебное пособие для вузов. / Под ред. Н. Ш. Кремера. 2001.
1. Найти наименьшее значение выражения [image: image2.png]a? +
b -
1)?



на множестве таких пар чисел a и b, для которых уравнение 

[image: image4.png]||x—4|—2|—ax+4a—b=0.







(1)

имеет ровно три различных корня. Указать, при каких a и b достигается это наименьшее значение.
В уравнении (1) относительно x есть два параметра a и b. Следуя мудрому совету «мухи отдельно, котлеты отдельно», оставим в одной части уравнения модуль (он не содержит параметров), остальные слагаемые (с параметрами) перенесём в правую часть уравнения:

[image: image6.png]||x—4|—2|=a(x—4)+b.








(2)

Рассмотрим две функции и построим их графики.

1) [image: image1.png]a? +
b -
1)?



График функции y = [image: image8.png]


 перенесём вправо на 4 единицы, получим график функции y = [image: image10.png]


 (рис. 1), потом — на 2 единицы вниз, получим график функции y = [image: image12.png][Ix — 4] - 2|



 (рис. 2), наконец отразим отрицательную часть второго графика (y < 0) относительно оси Ox и получим график функции y = [image: image14.png][Ix — 4] - 2|



 (рис. 3).

2) График функции y [image: image16.png]=a(x—4)+b



 — прямая, при любом a проходящая через точку (4; b).

Если b > 2, то ни одна прямая не пересекает график первой функции в трёх точках, следовательно, уравнение (1) не имеет трёх различных решений (на рис. 4 число b = 3). 

Если b = 2, то прямая пересекает график первой функции в трёх точках при любом a, таком, что –1 < a < 1 (рис. 5). При этом S = [image: image18.png]a?+(b-1%*=a*+1



. Наименьшее значение S равно 1.
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Если 0 < b < 2, то для каждого b имеется две прямые, проходящие через точку (4; b) (рис. 6). 

Первая прямая проходит через точку (2; 0), поэтому верно равенство 
0 [image: image20.png]=—-2a+b



, откуда следует, что [image: image22.png]


. Тогда S = [image: image24.png]5a° —4a+1



. Наименьшее значение выражения S достигается в точке [image: image26.png]a, = 0,4;by = 0,8



.

Вторая прямая проходит через точку (6; 0), поэтому верно равенство 
0 [image: image28.png]=2a+b



, откуда следует, что [image: image30.png]


. Тогда S = [image: image32.png]5a° +4a+1



. Наименьшее значение выражения S достигается в точке [image: image34.png]


; [image: image36.png]


.
В обоих случаях наименьшее значение S равно 0,2, что меньше 1.

Если b ≤ 0, то ни одна прямая не пересекает график первой функции в трёх точках, поэтому уравнение (1) не имеет трёх различных решений (рис. 7).

Итак, наименьшее значение выражения [image: image38.png]a? +
b -
1)2



 равно 0,2, оно достигается для двух пар чисел: a = 0,4, b = 0,8 и a = –0,4, b = 0,8.

Ответ. 0,2 при a = 0,4, b = 0,8 и при a = –0,4, b = 0,8.
Если задача показалась слишком простой, то вот вам задача из той же книги. Она посложнее.

2. Найти множество значений a, при которых совместна система уравнений 
[image: image40.png]{3x2+zﬁ+1=a+10,
3.2V¥ —_ 252 = 8a + 15.








(3)

В бланке ответов записать наименьшее значение a из этого множества.
Введём новые неизвестные: [image: image42.png]


, [image: image44.png]uzO;v=2ﬁ



, [image: image46.png]


так как [image: image48.png]


. Перепишем систему (1) в виде

[image: image50.png]{3u+2v=a+10,
—2u+ 3v = 8a + 15.



 [image: image52.png]



[image: image54.png]2







(4)

Система (3) совместна тогда и только тогда, когда при [image: image56.png]


, [image: image58.png]


 совместна система (4).

Сначала исключим v из системы (4). Сложим первое уравнение, умноженное на 3, и второе уравнение, умноженное на –2:

13u = –13a,

откуда получим: u = –a. Так как [image: image60.png]


, то [image: image62.png]



Теперь исключим u из системы (4). Сложим первое уравнение, умноженное на 2, и второе уравнение, умноженное на 3:
13v = 26a + 65,

откуда получим: v = 2a + 5. Так как [image: image64.png]


, то [image: image66.png]



Система совместна при a ∈ [–2; 0], a = –2 — наименьшее значение a.
Ответ. –2.
Замечание. Если в систему (4) подставить сначала a = –2, потом a = 0, построить в системе координат uOv прямые, задаваемые полученными уравнениями в каждом случае, то можно убедиться, что точки пересечения прямых лежат на границах v = 1 и u = 0 области, которой принадлежат точки (u; v), изобра​жающие пары чисел (u; v), удовлетворяющих неравенствам 
[image: image68.png]


. Если значение a выходит из отрезка [–2; 0], то точка пересечения прямых выходит из упомянутой области. Это означает, что система (4) несовместна.

3. Эконом. ф-т МГУ, 1995. Найти все x ∈ [–1; 4], для которых неравенство 
[image: image70.png]x(m(x — 1) + 4arctg(5n? + 10n + 4)) > 0





(3)
выполняется при любых целых n.

Обозначим целое число [image: image72.png]n+1



 буквой k, тогда [image: image74.png]5n? +10n+4 =5k% —1



. 

Осталось найти все x ∈ [–1; 4], для которых неравенство 

[image: image76.png]x(m(x — 1) + 4arctg(5k% — 1)) > 0







(4)
выполняется при любых целых k. 
Все найденные значения x будут решениями задачи 3.

Если k = 0, то неравенство (4) имеет вид:

[image: image78.png]x(m(x — 1) + 4arctg(—1)) > 0



.

Перепишем его в виде

[image: image80.png]x(x—2)>0



.






(5)
Из всех решений неравенства (5) выберем те, которые принадлежат промежутку [–1; 4]: x ∈ [–1; 0) ∪ (2; 4]. 

При k = 0 условиям задачи удовлетворяют все x, принадлежащие множеству M = [–1; 0) ∪ (2; 4]. При рассмотрении следующих целых значений k границы полученного множества нельзя расширять, так как в противном случае неравенство (4) не будет выполняться при k = 0.

Рассмотрим неравенство (4) на промежутке (2; 4], в точке –1 и на интервале (–1; 0) для всех k, таких, что [image: image82.png]|k|



 ≥ 1.

1) Если x ∈ (2; 4], то при целых k, таких, что [image: image84.png]|k|



 ≥ 1 выполняются неравенства [image: image86.png]4arctg(5k? —1) >0



, [image: image88.png]m(x—1)



 > 0 и x > 0, поэтому неравенство (4) выполняется при каждом целом k, таком, что [image: image90.png]|k|



 ≥ 1, для любого x ∈ (2; 4]. Этот промежуток входит в ответ.

2) Если x = – 1, то неравенство (4) можно переписать в виде

[image: image92.png]21 > 4arctg(5k? — 1)



.





(6)

Так как [image: image94.png]arctg(5k? — 1) <§



, то при x = –1 неравенство (6), а значит и неравенство (4), выполняются при каждом целом k, таком, что [image: image96.png]|k|



 ≥ 1. Число –1 входит в ответ.

3) Если x ∈ (–1; 0), то неравенство (4) равносильно неравенству

[image: image97.png]m(x — 1) < — 4arctg (5k? — 1).




Для любого x ∈ (–1; 0) верно неравенство [image: image99.png]—2n<n(x—1)<-m



, а увеличивая число [image: image101.png]|k|



, можно добиться выполнения неравенства 

[image: image103.png]—2m < —4arctg (5k* —1) <m(x—1)



,
так как при увеличении целого числа [image: image105.png]|k|



 число [image: image107.png]1)
2 _

k
arctg(5



 увеличивается и стремится к [image: image109.png]


, число  [image: image111.png]1)
2 _

k

5

tg

—4arc



уменьшается и стремится к [image: image113.png]—27



.

Неравенство (4) не выполняется ни для одного значения x из (–1; 0).

Неравенство (4) выполняется для любого целого k лишь при x = –1 и при 
x ∈ (2; 4], а неравенство (3) выполняется для любого целого n при тех же значениях x. 
Ответ. –1; (2; 4].

Выражаю благодарность учителю математики М.Г. Назарову за помощь в подготовке статьи.
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