Одно или только одно решение? № 18. ЕГЭ. Профиль
Рассмотрим задание 18 из варианта 14 сборника для подготовки к ЕГЭ [1].

1. Найдите все значения параметра a, при которых система

[image: image2.png](y=V10=22)((x+5)*+(y+5)>=10(x+7,5)+x2=y*+5) _

Vx2-1 0

y=ax+a—-1






(1)
имеет одно решение.

Начнём с замечания по условию задания: авторов интересует только одно — единственное решение системы? Или решений может быть и больше и среди них есть одно, два…, то есть система имеет хотя бы одно решение. Их формулировка допускает больше решений. Ровно так как в задаче «Сколько месяцев в году имеют 30 дней?» Оказывается, 11 месяцев, некоторые из них имеют и 31 день. Судя по ответу, имеется в виду всё-таки единственное решение, поэтому будем искать все значения параметра a, для каждого из которых система (1) имеет единственное решение.
Если пара чисел (x; y) — решение системы (1), то [image: image4.png]1< x| <
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, то есть [image: image8.png]x €M



, где
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. Для всех [image: image12.png]x €M



 система (1) равносильна системе
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(2)

Изобразим точками (x; y) в системе координат xO​y все решения (x; y) уравнения 
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 = 0,
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,
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, где [image: image22.png]x €M



, y [image: image24.png]


 0.
Получим две части верхней полуокружности с центром O (0; 0), радиусом [image: image26.png]


, точки которых имеют абсциссы из множества [image: image28.png]


.
Изобразим точками (x; y) в той же системе координат все решения (x; y) уравнения 
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 = 0,
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, где [image: image34.png]x €M



.
Получим две части параболы с вершиной (0; 2), точки которых имеют абсциссы из множества [image: image36.png]


.
Для каждого значения a второе уравнение системы (2) задаёт прямую, проходящую через точку A (–1; –1), а решением этого уравнения является пара чисел (x; y), изображённая точкой (x; y) прямой [image: image38.png]y=ax+a-—1



. Решением системы (2) и равносильной ей на множестве M системы (1) при данном значении a является пара чисел (x; y), изображённая точкой пересечения прямой с частью параболы или полуокружности.

Пусть [image: image40.png]a,



, [image: image42.png]a,



, [image: image44.png]as



, [image: image46.png]Ay



 — угловые коэффициенты соответственно прямых AB, B (–[image: image48.png]


; 0); AC, C ([image: image50.png]


; 0); AD, D ([image: image52.png]


; 1,8); AE, E ([image: image54.png]


; 3). Система (1) имеет единственное решение, если a = [image: image56.png]a,



, или a = [image: image58.png]a,



, или [image: image60.png]
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. Найдём эти угловые коэффициенты. Подставим в уравнение [image: image64.png]y=ax+a-—1



 последовательно координаты четырёх точек: 
1) B (–[image: image66.png]


; 0); [image: image68.png]0=-aVi0+a—1



, откуда получим [image: image70.png]_ —Vio-1



;
2) C ([image: image72.png]


; 0); [image: image74.png]0=aVi0+a—1



, откуда получим [image: image76.png]


;

3) D ([image: image78.png]


; 1,8);  [image: image80.png]18=a+a-1



, откуда получим [image: image82.png]as; = 1,4



;
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4) E ([image: image84.png]


; 3); [image: image86.png]3=a+a-1



, откуда получим [image: image88.png]=2
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.
Итак, система (1) имеет единственное решение при [image: image90.png]—m—l_m—l}u[lA_; 2)
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.
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Изменим в условии задачи только знаменатель дроби, заменим [image: image94.png]x2—1



на [image: image96.png]


. Получится новая задача. 
2. Найдите все значения параметра a, при которых система
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имеет единственное решение.

Ответ. [image: image100.png]—V10-1 V10-1,
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.

В ней на x будут другие ограничения: [image: image102.png]|x| <



 [image: image104.png]V10,x # +1,Toectb x € M



, где
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.  Дуги окружности и параболы соединятся, но на них останется по 2 «выколотые» точки. 
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