Логарифмические неравенства. А так можно было? 
На странице Упрощённый метод решения логарифмического неравенства с переменным основанием – вызов "старой" школе брошен странный вызов «старой» школе. Почитал я теорию (не сильно внимательно, так как заметил, что обойдусь без неё), решение первого неравенства на полторы страницы машинописного текста... и решил: продолжу-ка я ироничную серию «А так можно было?». Чтобы не обидеть автора, отмечу, что она обсуждает общую теорию вопроса, но проблема заключается в том, что особенности неравенства (1) позволяют решить его «по-нашему, по-неучёному», как говаривал Удодов-старший из чеховского «Репетитора», значительно проще.
1. Решите неравенство:

[image: image2.png]108,53 _gx24272—27(9 —x) = 0.








(1)
Наблюдательные начинают и выигрывают! Перепишем неравенство в виде

[image: image4.png]log_3y:(9 —x) =0,
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[image: image8.png]log,_3(9 —x) =0,











[image: image10.png]Ig (9—x) > 0.
g (x-3) —












(2)



Левая часть неравенства определена при условиях [image: image12.png]9—x>0



, [image: image14.png]x —3>0,



 [image: image16.png]


 ≠ 1, т. е. на множестве M = (3; 4) [image: image18.png]


 (4; 9).
1) Сначала решим уравнение 

[image: image20.png]Ig (9—x) -
Ig (x-3)














Оно имеет единственный корень 8, это решение неравенства (1).
2) Исключив число 8 из множества M, решим строгое неравенство

[image: image22.png]Ig (9—x)
Ig (x-3)












(3)



на множестве M1 = (3; 4) [image: image24.png]


 (4; 8) [image: image26.png]


 (8; 9). Определим знак дроби на каждом интервале.
[image: image1.png]108,53 _gx24272—27(9 —x) = 0.



Неравенство (3) имеет множество решений (4; 8). Все они являются решениями неравенства (1).

3) Объединим все решения, неравенства (1), найденные в пунктах 1) и 2): [image: image28.png](4; 8].




Ответ. [image: image30.png](4; 8]



.

[image: image85.png]=Y




Для решения неравенства (3) существует ещё один метод, называемый рационализацией (замена неравенства с логарифмами рациональным неравенством) или линеаризацией (замена каждого логарифма в произведении линейной функцией. Справедливо утверждение 1:

 Знаки функций y = lg x и y = x – 1 совпадают на общей части их областей определения. 

Например, неравенство 

 
   [image: image32.png]lgx-(x—3)(x—5)<0








(4)

на множестве M = [image: image34.png](0; +0)



 равносильно неравенству:


[image: image36.png](x—1)(x—=3)(x—5)<0.







(5)
На множестве M неравенство (5) имеет множество решений [image: image38.png](0; 1) U (3;5)



. Все эти решения являются решениями неравенства (4) и других решений неравенство (4) не имеет.  
Теперь вернёмся к неравенству (3). На множестве M = (3; 4) [image: image40.png]


 (4; 8) [image: image42.png]


 (8; 9) оно равносильно неравенству 

[image: image44.png]9-x-1
x—3—-1




,



имеющему множество решений (4; 8).

Из утверждения 1 следует справедливость утверждения 2: 

Знаки функций y = lg f (x) и y = f (x) – 1 совпадают на общей части их областей определения. 
Заменив f (x) на t получим утверждение 1 для функций y = lg t и y = t – 1, которое верно.

Рассмотрим пример применения утверждения 2 при решении задания 15 из сборника для подготовки к ЕГЭ-2021. 
2. Решите неравенство


[image: image46.png]log,_,(x+ 2)-log,.3(3—x) <0.









(6)

Все решения неравенства (6) удовлетворяют условиям: [image: image48.png]


 > 0, [image: image50.png]


 ≠ 1, [image: image52.png]x+2



 > 0, [image: image54.png]x+3



 > 0, [image: image56.png]x+3



 ≠ 1, [image: image58.png]


 > 0, т. е. принадлежат множеству M = [image: image60.png](-2;1)u(1;2)



.

Перепишем неравенство (6) в виде 


[image: image62.png]lg (x+2)-1g 3—x) _
lg (2-x)-1g (x+3) —





   




  
(7)

1) Сначала решим уравнение: 

[image: image64.png]lg (e+2)-1g 3-%) _
lg (2—x) -1g (x+3)





   

  Оно имеет единственный корень [image: image66.png]


 являющийся решением неравенства (6).
2) Теперь на множестве [image: image68.png]


 = [image: image70.png](-2;-1Du(-1;1)u(1;2)



 решим неравенство: 


[image: image72.png]lg (x+2)-1g 3—x)
lg (2—x) -1g (x+3)






   



На множестве [image: image74.png]


оно равносильно неравенству


[image: image76.png](x+D)(2-%)
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имеющему множество решений [image: image78.png](-2;,-1)u(1;2)



. Все эти решения принадлежат множеству [image: image80.png]


, они являются решениями неравенства (6).
3) Объединим все решения неравенства (6): [image: image82.png](=2;-1]u (1;2).




Ответ. [image: image84.png](=2;-1]u (1;2).
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