Ищем функцию

В книге [1] есть задачи про функцию, которые не часто задают в школе. Давайте разберём их решения. Но сначала выполним подготовительные задания.
В школе чаще всего считают, что y (x) [image: image2.png]


 x + 1 и y (t) [image: image4.png]


 t + 1 — это разные функции. Но слово «функция» (от латинского functio — совершение, выполнение) означает выполнение действий. Действие оба раза выполняют одно и то же: к данному значению неизвестного (переменной) прибавляют 1, поэтому считают, что обе формулы задают одну и ту же функцию, просто аргумент обозначен разными буквами. 

Пусть дана функция [image: image6.png]f(x)=x*—2x+3



. Отметим, что ту же функцию можно задать формулой [image: image8.png]f(£)=t?>—2t+3



. Для той же функции [image: image10.png]f(x)



 найдём: а) [image: image12.png]f(5); 6) f(—x); B)



 [image: image14.png]f(x+1); 1)



 [image: image16.png]F(3): mr@



 + [image: image18.png]


 [image: image20.png]f(x+3)



. 
При этом выражение, содержащее x, удобнее подставлять во вторую формулу, чтобы не запутаться.
а) Подставим 5 вместо x в формулу [image: image22.png]f(x)=x*—2x+3



: 

[image: image24.png]f(5)=52—2-5+3



 = 18;

б) подставим –x вместо t в формулу [image: image26.png]f(£)=t?>—2t+3



: 

[image: image28.png]f(=x) = (=x)>—2(—x)+3



 [image: image30.png]=x%2+2x+3



; 

в) [image: image32.png]fx+1)=(x+1)?*-2(x+1)+3



 [image: image34.png]=x?+2x+1—-2x—2+3=x2+2



; 

г) [image: image36.png]FA)=(2) -2-143



 [image: image38.png]


; 

д) [image: image40.png]f(x)



 + [image: image42.png]


 [image: image44.png]


 [image: image46.png]x2—2x+3+=-243=x2-2x+6-24+=
X X X X



,
е) подставим [image: image48.png]


 вместо t в формулу [image: image50.png]f(£)=t?>—2t+3



: 

[image: image52.png])K)f(x+i)=(x+i)z—2(x+i)+3



 = [image: image54.png]x2—2x+5—242
T



.
46. Найдите функцию y (x), если выполнено равенство:

г) y (x – 5) – 2y (5 – x) [image: image56.png]


 [image: image58.png]—4x2 —7x+5



; 

д) y (2x – 4) [image: image60.png]


 [image: image62.png]2]x + 1|+3
4|x| -8



.
Решение. г) Сделаем замену: t [image: image64.png]


 x – 5, тогда [image: image66.png]x=t+5



. Выразим y через t в данном равенстве: y (t) – 2y (–t) [image: image68.png]


 [image: image70.png]—4(t+5)>2=7(t+5) +5



 [image: image72.png]


 [image: image74.png]—4t2 — 47t — 130



.
Ищем функцию y (t) среди многочленов. Покажем, что степень многочлена не может быть выше 2. Предположим, что функция есть многочлен степени n, где n > 2:
y (t) [image: image76.png]


 [image: image78.png]at™ +



 …, тогда y (t) – 2y (–t) [image: image80.png]


 [image: image82.png]at™ +



 … [image: image84.png]—2a(—t)" +



 …

При нечётном n имеем: y (t) = 3[image: image86.png]at™ +



 …, при чётном n имеем: y (t) = –a[image: image88.png]tn
+ ..



, но функция y (t) не имеет слагаемых степени выше второй, следовательно, a = 0 и функция 
y (x) — многочлен степени не выше 2.

Итак, y (t) [image: image90.png]


 [image: image92.png]at? + bt +c



 и верно равенство 

[image: image94.png]at? + bt +c



 – 2[image: image96.png](a(=t)? + b(=t) +¢)



 = [image: image98.png]—4t2 — 47t — 130



,
[image: image100.png]—at? +3bt —c



 = [image: image102.png]—4t2 — 47t — 130



.
Это возможно лишь при условии: [image: image104.png]


,[image: image106.png]¢ =130



.
Итак, y (t) [image: image108.png]


 [image: image110.png]4¢2 —§t+ 130



. y (x) [image: image112.png]


 [image: image114.png]4x? —%x +130



. 

д) Решаем задачу для x [image: image116.png]


 [image: image118.png]


2. Сделаем замену: t [image: image120.png]


 2x – 4 (t [image: image122.png]+0,t = —8



), тогда [image: image124.png]t+4



. Выразим y через t в данном равенстве: 

y (t) [image: image126.png]


 [image: image128.png]_lt+4+2[+3 _ [t+6/+3
l2t+8[-8 |12t +8|-8




.
В последнем равенстве заменим t на x, получим искомую функцию: y (x) [image: image130.png]


 [image: image132.png]Ix+6l+3
[2x+8|-8



.
47. Найдите функцию y (x), если выполнено равенство:

е) y (x) + 2y [image: image134.png]


.
Решение. Ищем функцию вида y (x) [image: image136.png]—ax+24¢
X



.

y (x) + 2y [image: image138.png]1
(;):ax+£+c+2(§+bx+c)=



 [image: image140.png]2a+b

(a+2b)x+——+3c



.

Равенство, данное в условии, выполняется, если верны три равенства: [image: image142.png]a+2b=-1



, [image: image144.png]2a + b=7



, [image: image146.png]3c=1



.

Решив систему трёх уравнений с тремя неизвестными, получим: [image: image148.png]


, [image: image150.png]Wl



.
То есть функция задана формулой y (x) [image: image152.png]


.

Задачи для самостоятельного решения 

46. Найдите функцию y (x), если выполнено равенство:

а) y (2x – 4) [image: image154.png]


 [image: image156.png]


; 
б) y (2x – 4) [image: image158.png]


 [image: image160.png]4x — 2|x + 1|



;
в) y (2x – 4) [image: image162.png]


 [image: image164.png]2x =1
4x + 1




.
47. Найдите функцию y (x), если выполнено равенство:

а) 2y (x) + 3y [image: image166.png](—x) =4x?>—7x +5



;

д) 2y (x) – 3y [image: image168.png]


.

Дополнение. Остроумное упрощение решения задания 46 (г) прислал наш внимательный читатель Алексей Владимирович.

г) Сделаем замену: t [image: image170.png]


 x – 5, тогда [image: image172.png]x=t+5



. Выразим y через t в данном равенстве: 
y (t) – 2y (–t) [image: image174.png]


 [image: image176.png]—4t2 — 47t — 130



. 



(1)

Из равенства (1) имеем:

y (t) = 2y (–t) [image: image178.png]— 4t2 — 47t — 130



. 



(2)

В равенстве (2) поменяем знак перед t:

y (–t) = 2y (t) [image: image180.png]— 4t2 + 47t — 130



. 



(3)

Подставим выражение 2y (t) [image: image182.png]— 4t2 + 47t — 130



 в равенство (2) вместо y (–t):

y (t) = 4y (t) [image: image184.png]— 8t2 + 94t — 260



 [image: image186.png]— 4t2 — 47t — 130



,
откуда выразим y (t): y (t) = [image: image188.png]4¢2 —§t+ 130



. 
Следовательно, искомая функция y (x) [image: image190.png]


 [image: image192.png]4x? —%x +130



. 
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