Интересная система с параметром
Рассмотрим решение системы трёх уравнений третьей степени. На рукописном листке отмечено: МИРЭА, 2003.

1. Найдите все значения параметра a, при каждом из которых система
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(1)
 имеет ровно 2 решения.

Вид системы отбивает охоту решать её способом подстановки, возможности для замены неизвестного не просматриваются. Бросается в глаза, что левые части уравнений являются значениями функции 

f (t) [image: image4.png]=2t3+8t2 + 11t + q,
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, при [image: image8.png]t=x,t =1yt



.
Перепишем систему (1) в виде:
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(2)
Так как при любом значении t 
[image: image12.png]f'(t) =
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 > 0,

то функция f (t) возрастает на R. Выясним, могут ли выполняться три равенства 
[image: image16.png]fx)=y



, [image: image18.png]f(y) =z



, [image: image20.png]f(z) =x



, 



(3)

если среди чисел [image: image22.png]X,y



, [image: image24.png]


есть хотя бы два различных числа.

Предположим, что [image: image26.png]x <y



. 

Тогда из равенств (3) и из возрастания функции [image: image28.png]f ()



 следует, что [image: image30.png]f(z) < f(x)



 и [image: image32.png]f(x) < f(y)



, т. е. [image: image34.png]f(z) < f(y)



. Из последнего неравенства следует, что [image: image36.png]z <
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, т. е. [image: image40.png]fly) <



 [image: image42.png]f(x),



 или [image: image44.png]y <



 [image: image46.png]


. Полученное неравенство противоречит предположению, что [image: image48.png]x <y



. Следовательно, наше предположение неверно. Аналогично показывается, что предположение [image: image50.png]X >y



 тоже неверно. Это означает, что [image: image52.png]



Аналогично показывается, [image: image54.png]


. Тогда три числа [image: image56.png]X,y



, [image: image58.png]


 равны. Задача свелась к отысканию всех значений a, при каждом из которых уравнение 
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(4)

имеет ровно 2 корня.

Перепишем уравнение (4) в виде
[image: image62.png]a=—2x%—8x%— 10x



.




(5)

Рассмотрим функцию a (x) [image: image64.png]= —2x3 — 8x2 — 10x,



 [image: image66.png]t €ER



.
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Так как равенство [image: image68.png]a'(x) =



 [image: image70.png]—6x2—16x—10=0



 верно лишь при 
[image: image72.png]


 и при [image: image74.png]


, то функция a (x) имеет только две критические точки. Определив знак производной на каждом из интервалов ([image: image76.png]


), ([image: image78.png]


) и ([image: image80.png]—1; 4+



).
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Получаем, что функция a (x) имеет локальный минимум в точке [image: image82.png]


 и локальный максимум в точке [image: image84.png]


. Причём

a ([image: image86.png]


) [image: image88.png]100



, a ([image: image90.png]


) [image: image92.png]


, a ([image: image94.png]


) [image: image96.png]


.
Построим график функции 


a (x) [image: image98.png]= —2x%— 8x% — 10x.




Если a [image: image100.png]100



 или a > 4, то уравнение (4) имеет ровно 1 корень,

если [image: image102.png]100



 [image: image104.png]


 a [image: image106.png]


 4, то уравнение (4) имеет ровно 3 корня,

если a [image: image108.png]100



 или a = 4, то уравнение (4) имеет ровно 2 корня.

Ответ. [image: image110.png]100



; 4. 

