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Проблемное обучение основано на моделировании процесса познания в учебных условиях. Суть его заключается в следующем, после того как перед учениками поставлена проблема, ученики исследуют пути и способы ее решения самостоятельно или при непосредственном участии учителя. Они строят гипотезу решения проблемы, намечают план действий, реализуют его, обсуждают способы проверки истинности полученного результата, его соответствие условиям задания. При этом они аргументируют свои действия, проводят эксперименты, наблюдения, анализируют результаты действий – своих и чужих, рассуждают, доказывают. 
Такие уроки способствуют развитию устной речи, активизируют мыслительную деятельность, прививают интерес к предмету, формируют культуру полемики, умение выслушивать оппонента, терпимость к иной точке зрения, повышает самооценку учащихся, т. к. при решении проблемы выслушиваются и принимаются во внимание любые мнения.

На каждом занятии задания, предъявляемые учащимся, следуют от простого к сложному, при этом для решения следующих заданий часто используются идеи, методы или способы решения, которые использовались в предыдущих заданиях. Одна тема проходится на нескольких занятиях, каждое следующее занятие перекликается с предыдущим.
Огромное значение для активизации познавательной деятельности имеют познавательные задачи. Если ученик воспринимает задачу как проблему и самостоятельно ее решает, то это есть главнейшее условие развития его мыслительных способностей.

Проблемное обучение прекрасно реализуется в системе кружков 5-6 класса. Ниже представлено два занятий кружка по темам «Комбинаторика» и «Графы».

Данный тип обучения позволяет ученику 5-6 класса самостоятельно изучить и в последствии успешно применять на практике полученные навыки.

Целесообразно на самих занятиях давать достаточно простые, «устные» задачи, чтобы ученик понял сам принцип, методику решения задач данного раздела. Задач над которыми надо подумать, решающиеся нелинейно, с «подвохом», должно быть не более пяти-семи.

Поскольку для учащихся средних классов теоретический материал по многим темам достаточно емок и при этом не будет использоваться длительное время, а практическая часть естественна, то от них не требуется вывод формул, доказательство свойств. Так как до всех основных свойств, формул, подходов к решению ученик доходит самостоятельно или в процессе активной работы в коллективе, то освоенные факты, идеи и методы работы становятся для ученика естественными и понятными, а дальнейшее применение учащимися освоенных знаний становится более эффективным. 

В теме «Комбинаторика» принципиально не используется ни одна из формул в явном виде. Решение задачи для ученика это попытка организовать процесс: «Выбора учеников», «Перестановки книжек», «Расстановки цифр в многозначном числе». Постепенно решая простые задачи с небольшими числами, ученики самостоятельно выводят формулы. Они для них естественное завершение процесса, организованного при решении задачи, а не магическая формула, дающая ответ.
При изучении темы «Графы» постановкой небольших проблем учащиеся постепенно подводятся к доказательству некоторых свойств графов. Сделав несколько шагов, приводящих к доказательству, ученик считает доказательство естественным и простым. Если же учащимся просто сообщать доказательства, то они задаются вопросами: «А почему мы начали доказывать именно так?», «Смогу ли я провести следующее доказательство самостоятельно?». 
Далее приведены в небольшом объеме теоретические сведения, которые сообщаются учащимся по двум темам, и практические задания для кружковых занятий.
Комбинаторика

Правило суммы: Если некоторый объект A можно выбрать a способами, а другой объект B можно выбрать b способами, то выбор «либо A, либо B» можно осуществить a + b способами.
Правило произведения: Если объект A можно выбрать a способами и если после каждого такого выбора объект B можно выбрать b способами, то выбор пары (A; B) в указанном порядке можно осуществить a( b способами.
Произведение всех натуральных чисел от 1 до n (n 
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 0) называется факториалом числа n и обозначается через n!. Число 1! считается равным 1.
Перестановки

1. Сколько наборов букв можно получить перестановкой из следующих слов: а) ЯК; б) ЛЕВ; в) ПОНИ; г) КОШКА; д) сколько способов переставить буквы в слове из 
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 различных букв?

2. Сколько наборов букв можно получить перестановкой из следующих слов: а) ДЕД; б) АБАКА; в) ПАПАХА; г) сколько способов переставить буквы в слове из 
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 букв, если среди них есть 
[image: image4.wmf]k

 букв А, 
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 букв Б, 
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букв В, остальные буквы различны? 

Важен порядок или нет?

3. В команде 5 человек. Сколькими способами тренер может выбрать двоих так, чтобы:

а) Один стал вратарем, второй нападающим;

б) Эти двое, принесли из кладовки инвентарь?

в) Чем различаются эти случаи и почему?

4. У Людоеда 10 пленников. Сколькими способами он может выбрать троих:

а) Чтобы их отпустить;

б) Чтобы съесть их на завтрак, обед и ужин?

Повторение элементов

5. В команде 5 человек. Сколькими способами тренер может:

а) Выбрать вратаря, нападающего и защитника;

б) Вручить три грамоты (за три разных соревнования);

в) Чем различаются эти случаи и почему?

6. Сколько трех и четырехбуквенных слов можно составить, используя буквы ¥, Ψ, Ω, Σ?

Задачи

7. Сколькими способами 7 учеников кружка можно выстроить в ряд при условии, что 

а) Маша должна стоять первой, а Коля последним;

б) Маша должна стоять первой или последней;

в) Маша не может стоять ни первой, ни последней;

г) Маша стоит ровно перед Колей;

д) Маша и Коля стоят рядом?

8. В театральной труппе несколько актеров. Сколькими способами режиссер может подобрать исполнителей на роли в новом спектакле «Невероятные приключения Колобка», если:

а) актеров 7, нужны исполнители на роли Колобка, Зайца, Волка, Медведя и Лисы;

б) актеров 10, нужны исполнители на роли Колобка, Зайца, Волка, Медведя, Лисы и Сказочника?

9. Сколькими способами можно выбрать для участия в олимпиаде: 

а) двух учеников из четырех;

б) трех учеников из пяти; 

в) пять учеников из восьми?

10. Сколько существует четырехзначных чисел (цифры в числе могут повторяться), таких что:

а) Все цифры четны;

б) Все цифры нечетны;

в) Цифры чередуются по четности?
Графы. Определения и основные свойства

Определение 1.1. Графом называется совокупность конечного числа точек, называемых вершинами графа, и попарно соединяющих некоторые из этих вершин линий, называемых ребрами графа.
Определение 1.2. Вершины графа, которые не принадлежат ни одному ребру, называются изолированными.
Определение 1.3. Граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром, называется полным. Такой граф можно представить как n–угольник, в котором проведены все диагонали. 
Определение 1.4. Степенью вершины называется кол-во ребер, исходящих из этой вершины. 
Определение 1.5. Вершина графа называется нечетной, если из нее выходит нечетное число ребер, и четной – если четное.
Задание 1. Получите из левой картинки правую, проводя ребра по одному. Около каждой вершины подписывайте ее степень. 
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а) Как изменяются степени после каждого проведенного ребра? Что можно сказать про сумму всех степенней?
б) Как связаны сумма степеней вершин и количество рёбер в графе? 

в) Докажите, что в любом графе количество нечётных вершин чётно. 

Свойство 1.1. Сумма степеней вершин любого графа равна удвоенному числу его ребер.
Свойство 1.2. Число нечетных вершин любого графа четно.
Задание 2. Можно ли 7 компьютеров соединить проводами так, чтобы каждый был соединён ровно с 3 другими? 

Задание 3. В классе 30 человек. Может ли быть так, что у 9 из них по 3 друга в классе, у 11 — по 4 друга и у 10 — по 5 друзей? 

Задание 4. В деревне 20 домов. От каждого дома отходит к другим 2, 3, 4 или 5 труб, причем домов каждого вида поровну. Сколько в деревне проложено труб?

Задание 5. В москитной сетке ровно 100 узелков, любые два узелка соединены отдельной ниточкой. Сколько всего ниточек?

Задание 6. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 100 дорог?

Задание 7. Существуют ли графы, степени вершин которых равны: 

а) 9, 8, 8, 7, 6, 6, 3, 2, 1; 
в) 8, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1;

б) 8, 8, 7, 7, 6, 5, 4, 2, 1; 
г) 8, 7, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 2?
Задание 8*. Петя заметил, что у всех 25 его одноклассников различное число друзей в этом классе. Сколько может быть друзей у Пети? Укажите все решения.

Графы. Связность
Определение 2.1. Путем от A до В называется последовательность ребер графа, ведущая от A к В, в которой любые два соседних ребра имеют общую вершину, и никакое ребро не встречается более одного раза. 

Определение 2.2. Циклом называется путь, у которого начало и конец совпадают. 

Определение 2.3. В графе две вершины A и B называются связными (несвязными), если в нем существует (не существует) путь, ведущий из A в B.
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Определение 2.4. Граф называется связным, если любые две его вершины связны.

Определение 2.5. Подграфом графа G называется граф, содержащий некоторую часть вершин графа G и все рёбра, которые в графе G соединяли эти вершины.

Определение 2.6. Компонентой связности называется связный подграф данного графа, несвязанный с другими подграфами данного графа.

[image: image35.wmf]Задание 1. Изобразите всеми способами граф:

а) с 3 вершинами, степень каждой из которых не менее 1; 

б) с 4 вершинами, степень каждой из которых не менее 2;

в) Для пункта а) докажите, что две произвольные вершины А и В обязательно связаны;

г) Докажите это для пункта б);

д) Докажите это для произвольного графа с 
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 вершиной.

Задание 2. В графе у каждого ребра степень не менее 2, постройте все возможные такие графы если:

а) вершин у графа 3;

б) вершин 4;

в) На примере пункта б) объясните, почему в таком графе обязательно есть цикл;

г) Почему в любом таком графе с 
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 вершинами найдется цикл?

Свойство 2.1. Граф с 
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 вершинами, степень каждой из которых не менее чем 
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, – связен.
Свойство 2.2. Если граф с 
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 вершинами связен, тогда он содержит не менее чем 
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 ребро.
Свойство 2.3. Если в графе степень каждой вершины не меньше 2, то в нем есть цикл.

Задание 3. Паук сплел две паутины. Всего в них есть 10 узелков из которых выходит по 2 нити, 8 по 4 нити и 2 по 1 нити. Могло ли оказаться, что последние два узелка находятся в разных паутинках?
Пример. В Тридевятом царстве лишь один вид транспорта – ковер-самолет. Из Столицы выходит 21 ковролиния, из города Дальний – одна, а из всех остальных городов – по 20. Докажите, что из Столицы можно долететь в Дальний (возможно, с пересадками).

Решение. Допустим, долететь нельзя. Тогда весь граф распадается хотя бы на две компоненты связности. Город Дальний и Столица находятся в разных компонентах связности. Тогда в компоненте, содержащей Столицу, будет одна вершина степени 21 и несколько вершин степени 20, а в компоненте, содержащей Дальний, одна вершина степени 1 и несколько – степени 20. Но в графе не может быть нечетное число нечетных вершин. Пришли к противоречию. Значит, существует путь из Столицы в Дальний.

Задачи

Задание 4. Можно ли соединить пять точек в связную систему так, чтобы при стирании любого отрезка образовались ровно две связные системы точек, не связанные друг с другом

Задание 5. На плоскости нарисованы вершины графа, пронумерованные числами от 2 до 30. При этом две вершины с номерами a и b соединены ребром только в том случае, если одно из чисел a или b делится на другое. Сколько компонент связности имеет этот граф?

Задание 6. Как соединить 50 городов наименьшим числом авиалиний так, чтобы из любого города можно было попасть в любой, сделав не более двух пересадок?

Задание 7. В стране Семерка 15 городов, каждый из которых соединен дорогами не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно добраться до любого другого (возможно, проезжая через другие города).

Задание 8. В компьютерной сети от сервера отходит 31 провод, от остальных компьютеров – по 4 провода, а от принтера – один провод. Докажите, что с сервера можно послать документ на принтер.

Задание 9. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Докажите, что и теперь от любого города можно добраться до любого другого.

Графы. Деревья
Определение 3.1. Деревом называется связный граф, не содержащий циклов.

Определение 3.2. Несвязный граф, состоящий исключительно из деревьев, называется лесом.

Определение 3.3. Висячей вершиной называется любая вершина степени 1. 

Определение 3.4. Остовным деревом связного графа G называется любой его подграф, содержащий все вершины графа G и являющийся деревом.

Задание 1. Задан граф являющийся деревом, может ли:

а) Найтись две вершины между которыми нет пути;

б) Найтись две вершины между которыми более одного пути;

Что произойдет с этим графом, если:

в) Соединить ребром произвольные вершины
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 и 
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 (ранее между ними ребра не было);

г) Убрать ребро между произвольными вершинами
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 и 
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 (ранее между ними ребро было)?

Задание 2. Попробуйте нарисовать граф-дерево более чем с 10 вершинами так, чтобы:

а) у него было не более одной висячей вершины;

б) попробуйте объяснить, почему а) выполнить невозможно для любого графа-дерева более чем с 1 вершиной.

Задание 3. Пусть в связном графе есть цикл 
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. Ребро 
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 удалили. Докажите, что:

а) Вершины 
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 и 
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остались связанными;

б) Вершины 
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и 
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, путь между которыми проходил через ребро
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, остались связанными.

в) Вершины 
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и 
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, путь между которыми не проходил через ребро
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, остались связанными.

г) Если в графе есть циклы, постепенно удаляя по ребру из каждого цикла мы получим связный граф без циклов.

Свойство 3.1. Если 
[image: image28.wmf]G

 – дерево, то:
1) в 
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 любая пара вершин соединена единственным путем; 

2) при добавлении к 
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 любого нового ребра образуется цикл; 

3) при удалении из 
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 любого ребра 
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 превращается в несвязный граф.

Свойство 3.2. В каждом дереве есть хотя бы две висячие вершины, (кроме случая, когда в нем лишь одна вершина, а ребер вообще нет).
Свойство 3.3. В любом связном графе можно выделить остовное дерево.
Свойство 3.4. В любом дереве с 
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 вершинами ровно 
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 ребро.
Задачи
Задание 4. Существует ли дерево, в котором все вершины имеют одинаковую степень? Сколько вершин может быть в таком дереве? Приведите все варианты.

Задание 5. Лес состоит из k деревьев. На сколько в этом лесу вершин больше, чем рёбер?

Задание 6. В стране Древляндия 101 город, и некоторые из них соединены дорогами. При этом любые два города соединяет ровно один путь. Сколько в этой стране дорог?

Задание 7. а) Система станций метро устроена таким образом, что из каждой станции на каждую можно проехать единственным образом. Докажите, что одну из станций можно закрыть так, что это свойство сохранится.

б) Система станций метро устроена таким образом, что из каждой станции на каждую можно проехать. Докажите, что одну из станций можно закрыть так, что это свойство сохранится.

Задание 8. В некоторой стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой. Какое наибольшее число дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из каждого города можно было проехать в каждый?

Задание 9. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50×600 клеток. Какое наибольшее число веревочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась на куски?

Занятия, построенные описанным выше образом, способствуют формированию у учащихся самостоятельности и ответственности. А также, приобретению ими не только актуальных предметных знаний, но и жизненно важных навыков и качеств, уважительного отношения всех участников процесса друг к другу.
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