Вокруг задач Наполеона

А.В. Шевкин, ФМШ 2007
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После изучения в курсе геометрии теоремы косинусов, формул для вычисления площадей геометрических фигур существенно расширяется круг интересных задач, которые можно предложить школьникам. Рассмотрим решение известной задачи, приписываемой Наполеону Бонапарту (1769 – 1821). 
1. Стороны треугольника разделили на 3 равные части и на средних частях во внешнюю область построили равносторонние треугольники. Докажите, что вершины этих треугольников, не лежащие на сторонах данного треугольника, являются вершинами нового равностороннего треугольника.
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  Рис. 1
Решение. Пусть стороны данного треугольника ABC поделены на три равные части, и точки M, N, K — вершины равносторонних треугольников, построенных на средних отрезках во внешнюю область (рис. 1). Обозначим BC = 3a, AC = 3b, AB = 3c, (BAC = 
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. Пусть точки X и Y делят отрезки AC и AB соответственно в отношении 1 : 2, считая от вершины A. Тогда AX = MX = b, а 
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AXM = 120˚ как угол, смежный с углом равностороннего треугольника. Тогда в равнобедренном треугольнике AXM MA = 
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b

. Аналогично находим, что KA = 
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Теперь вычислим MK2 в треугольнике AMK по теореме косинусов:

MK2 = 3b2 + 3c2 – 6bc cos (
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 + 60°) =

= 3b2 + 3c2 – 6bc(cos 
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(cos 60° – sin 
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(sin 60°) =

= 3b2 + 3c2 – 3bc(cos 
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 – 
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sin 
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).

Остаётся выразить cos 
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 и sin 
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 через a, b и c. 

Из теоремы косинусов в 
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ABC имеем: cos 
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 = 
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Из формулы площади треугольника ABC имеем: sin 
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 = 
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Подставим полученные результаты в формулу для вычисления MK2: 

MK2 = 3b2 + 3c2 – 
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= 1,5(a2 + b2 + c2) + 
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В полученную формулу a, b и c входят симметрично, поэтому, выполнив аналогичные вычисления для MN2 и NK2, получим тот же результат, поэтому MK2 = MN2 = NK2, т. е. MK = MN = NK и точки M, N и K являются вершинами равностороннего треугольника, что и требовалось доказать.

Задача 1 имеет красивое решение с помощью разрезания фигур и поворотов, которое можно продемонстрировать на интерактивной доске. См.: журнал Квант № 6, 1972 г.; сайт "Математика и искусство"
http://matematikaiskusstvo.ru/napoleon.html
Замечания. 1. Возможно, что задачу 1 предложил У. Резерфорд в публикации 1825 года The Ladies' Diary, но математический фольклор связывает её с именем императора французов.
http://mathworld.wolfram.com/NapoleonsTheorem.html

2. В декабре 2015 г. довелось мне заменить заболевшую учительницу в параллельной подгруппе моего 9Б физматкласса. Я предложил учащимся решить задачу 1, пообещав сообщить недостающие формулы, если они потребуются. Шахкаламов Степан приятно удивил меня, решив задачу 1 без применения обещанных формул.

Он показал, что задача сводится к доказательству того, что правые части трёх равенств равны:
MN2 = 3a2 + 3b2 – 6ab cos (
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 + 60°).

KN2 = 3a2 + 3c2 – 6ac cos (
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 + 60°), 

MK2 = 3b2 + 3c2 – 6bc cos (
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 + 60°).

Для доказательства этого факта он построил треугольник AXY, в 3 раза меньший треугольника ABC со сторонами XY = a, AX = b, AY = c и равносторонний треугольник XYZ со стороной a (как на рисунке 2). 
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  Рис. 2
Вычислив двумя способами по теореме косинусов AZ2, он получил:

a2 + b2 – 2ab cos (
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 + 60°) = a2 + c2 – 2ac cos (
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 + 60°),

откуда следует, что MN2 = KN2.

Аналогично доказывается, что MK2 = MN2, тогда MK = MN = NK, что и требовалось доказать.
Незнание формулы косинуса суммы двух углов побудило Степана искать решение, которое оказалось более простым, чем придумал учитель.

Теперь рассмотрим задачу Наполеона для случая, когда равносторонние треугольники строятся не во внешнюю область, а во внутреннюю. 

2. Стороны неравностороннего треугольника разделили на 3 равные части и на средних частях во внешнюю область построили равносторонние треугольники (рис. 3). Докажите, что вершины этих треугольников, не лежащие на сторонах данного треугольника, являются вершинами нового равностороннего треугольника.
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  Рис. 3
Решение этой второй задачи аналогично первому способу решения задачи 1, только в формуле для вычисления MK2 будет косинус разности, а не косинус суммы двух углов:

MK2 = 3b2 + 3c2 – 6bc cos (
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 – 60°).

Причём угол 
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 – 60° может оказаться равным нулю или отрицательным, но это не влияет на результат, так как 
cos (
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 – 60°) = cos (60° – 
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).
Поэтому окончательная формула для вычисления MK2 имеет вид: 

MK2 = 1,5(a2 + b2 + c2) – 
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В полученную формулу a, b и c также входят симметрично, следовательно, MK2 = MN2 = NK2, т. е. MK = MN = NK и точки M, N и K являются вершинами равностороннего треугольника, что и требовалось доказать.
Равносторонний треугольник в задаче 2 не рассматривается, т. к. в этом случае треугольник Наполеона вырождается в точку.

Известна ещё одна задача Наполеона. Для её решения необходимо рассмотреть цепочку подготовительных задач на построение с одним циркулем. Решения этих задач можно обсудить с учащимися до предъявления им условий задачи Наполеона.
3. Пользуясь только циркулем, удвойте данный отрезок.
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Решение. Пусть дан отрезок AB. Построив три равносторонних треугольника ABC, BCD, CDE, — точнее, их вершины (рис. 4), получим точку E, лежащую на прямой AB, такую, что AE = 2AB.

Замечание. Подобным образом длину отрезка можно увеличить в 3, 4, … раз. 
Рис. 4
4. Пользуясь только циркулем, разделите данный отрезок пополам.
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Решение. Пусть дан отрезок AB длины r . Сначала удвоим его — получим отрезок AE = 2r (задача 3). Построим окружность (E, 2r) — с центром E, радиуса 2r, F — одна из точек пересечения этой окружности с окружностью (A, r). Затем построим окружность (F, r), она пересечёт отрезок AB в точке G (рис. 5). Докажем, что G — середина отрезка AB. 

По построению треугольники AEF и AFG равнобедренные, AE = EF = 2 r, AF = FG = r. Эти треугольники имеют общий угол A при основании, следовательно, они подобны по двум углам и AG : AF = AF : AE, из чего следует, что AG = 0,5AB, что и требовалось доказать. 
Рис. 5
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Замечание. Если данный отрезок задан лишь своими концами A и B, то построение будет содержать дополнительный шаг. Надо будет получить точку H — вторую точку пересечения окружностей (A, r) и (E, r). Точка G получится как вторая точка пересечения окружностей (F, r) и (H, r). Рассуждая аналогич​но, можно построить точку, отсека​ющую треть, четверть, … отрезка.
Теперь сформулируем вторую задачу Наполеона.

5. Разделите окружность с заданным центром на 4 равные части, пользуясь только циркулем (без линейки). 
Решение. Пусть дана окружность с центром B, обозначим её радиус r. Отметим на ней точку A и построим окружность (A, r), она пересечёт данную окружность в точках C и D, CD = r
[image: image33.wmf]3

. 
Рис. 6

Теперь удвоим отрезок AB за точку B и разделим его пополам — получим точки E и G (задачи 3 и 4, рис. 6). E — одна из искомых точек деления окруж​ности, G — середина отрезков AB и CD. Построив окружности (G, GC) и (C, r), получим точку M — одну из их точек пересечения. Так как 
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CMD = 90о, то 
DM2 = СD2 – СM2 = 3r2 – r 2 = 2r 2.
То есть DM  = r
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 — это сторона квадрата, вписанного в данную окружность. Остается построить окружность (A, DM) и получить две недостающие точки деления — H и F. Итак, точки A, F, E и H делят данную окружность на четыре равные части.
На сайте "Математика и искусство" можно найти более простое решение задачи 5, в нём не требуется делить отрезок AB пополам. Возможно, учащиеся смогут найти и его сами.
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