Последнее обновление: 24.11.2013
Глава 1. Неравенства

Первая глава посвящена изучению методов решения рациональных неравенств с одним неизвестным. Сначала изучаются линейные, затем квадратные и, наконец, рациональные неравенства.

Цель изучения главы 1: освоить методы решения линейных и квадратных неравенств и их систем, кроме того, особенно в классах с углублённым изучением математики, научиться решать хотя бы несложные рациональные неравенства. 

§ 1. Линейные неравенства с одним неизвестным 

Основное назначение первого параграфа — обучение школьников решать линейные неравенства и их системы. Сначала изучаются способы решения неравенств первой степени с одним неизвестным. Показывается применение графиков к решению неравенств. Затем вводится понятие линейного неравенства и равносильности неравенств. На примерах демонстрируется решение линейных неравенств. Наконец, изучаются системы неравенств. В качестве необязательного материала для классов с углублённым изучением математики рассматривается решение неравенств, содержащих неизвестное под знаком модуля и сводящихся к решению линейных неравенств и их систем. 

1.1. Неравенства первой степени с одним неизвестным

Перед изучением этого пункта желательно повторить материал 7-8 класса, связанный с понятием многочлена первой степени, понятие координатной оси, изображение числовых промежутков на координатной оси, затем выполнить задания 1–3. В этом параграфе неизвестное обозначается буквой x, хотя вместо буквы x можно использовать любые буквы латинского алфавита: t, v, y, …

Стоит отметить, что неравенство вида kx + b > 0 (< 0), где k 
[image: image597.png]


 0, называют неравенством первой степени, так как в левой части неравенства находится многочлен первой степени.  
В обычном классе учащиеся должны освоить предлагаемый в учебном тексте способ решения неравенства первой степени (как в примере 2), понимать, что такое решение неравенства, что значит решить неравенство.

В классе с углублённым изучением математики можно требовать обоснования этого способа решения, как это сделано при решении примера 1. Этот способ доказательства называют рассуждениями с числовыми значениями — он используется и при решении сложных задач.
Решения и комментарии

9 (6)
. Можно ли указать:

а) наименьшее решение неравенства x > 0;

б) наибольшее решение неравенства x < –2;

в) наименьшее целое решение неравенства x > –5;

г) наибольшее целое решение неравенства x < 1?

Решение. а) Наименьшее решение неравенства x > 0 указать нельзя. Если учащиеся считают иначе, надо выяснить, какое решение они считают наименьшим (например, 1), показать, что есть бесконечно много других решений, меньших указанного. В нашем случае 
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 — новое решение неравенства (процесс нахождения координаты середины отрезка можно продолжать бесконечно).

б) Наибольшее решение неравенства x < –2 указать нельзя.

в) Наименьшим целым решением неравенства x > –5 является число –4.

г) Наибольшим целым решением неравенства x < 1 является число 0.

Замечание. Здесь и далее можно придерживаться такого порядка распределения заданий на классные и домашние. В классе решаются задания а), в), д), ... (через букву), а дома — оставшиеся задания. Разумеется, если требуется, то из этого правила делаются исключения. 
Решите неравенство (11 – 25):
11. а) x – 1 > 0.

Решение. а) x – 1 > 0,    | +1


x > 0 + 1.


x > 1.

Ответ. (1; +
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Замечания. 1. Формулируя правило «перенесём слагаемое ...», учащиеся должны понимать, что этим кратким объяснением они заменяют фразу «справа и слева прибавим число...». Чтобы добиться понимания именно второго объяснения, полезно фиксировать справа от неравенства выполняемое действие (далее будут и другие действия). Кроме прочего, это поможет учащимся восстанавливать порядок решения по своим записям.
2. Обратим внимание на форму записи ответа. В учебнике практически все ответы записаны в виде числовых промежутков. Но если ученик оставляет ответ в виде x > 1 (задание 11,а), то это нельзя считать ошибкой. В книге для учителя мы будем использовать обе формы записи ответа, что рекомендуем делать и в тетрадях учащихся.
14. б) x + 
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Решение. б) x + 
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x < 199 – 
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Ответ. x < 198
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16. а) 2x > 4.

Решение. а) 2x > 4,    | : 2


x < 2.

Ответ. x < 2.

25. а) 0,3x – 20 < 0.
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Решение. а) 0,3x – 20 < 0,    | + 20            

0,3x < 20,    | :0,3           20 : 0,3 = 
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Ответ. x < 66
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Замечание. Вычисления, необходимые для решения неравенства, можно делать справа от столбца с записью решения неравенства, отделив записи вертикальной чертой. 

1.2. Применение графиков к решению неравенств первой степени с одним неизвестным

Перед изучением данного пункта желательно повторить построение графика линейной функции в декартовой системе координат по двум точкам, выполнить задания 26(27) и 27(28). Желательно, чтобы учащиеся освоили идею решения неравенств f (x) > 0 и f (x) < 0 пока для линейной функции f (x). Это поможет в дальнейшем освоить применение графиков к решению неравенств и в том случае, когда функция f (x) будет иной.

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 1010, 1015 (а-в). 

Решения и комментарии

29. Решите неравенство, используя график линейнейной функции:

е) –
[image: image14.wmf]3
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x + 5 < 0; 
ж) 400x + 100 > 0.
Решение. е) Построим график функции y = –
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1

x + 5 по двум точкам (0; 5) и 
(15; 0) (рис. 1,а). Определим по графику, что y < 0 при всех x > 15.
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ж) Построим график функции y = 400x + 100 по двум точкам (0; 100) и (–
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; 0) (рис. 1,б). Определим по графику, что y > 0 при всех x > –
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Рис. 1

Ответ. е) (15; +
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); ж) (–
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Замечание. В задании 29 показано применение прямоугольной декартовой системы координат (рис. 1,а) и прямоугольной системы координат, которая не является декартовой (рис. 1,б). В обоих случаях оси координат перпендикулярны, начала осей координат совпадают, но в первом случае единичные отрезки по осям равны, во втором — нет.
1.3. Линейные неравенства с одним неизвестным 
В данном пункте вводится понятие линейного неравенства с одним неизвестным x — это неравенство, левая и правая часть которого многочлены степени не выше первой или числа. Поэтому сначала надо повторить понятие степени многочлена, рассмотрев, например, многочлены 3x + 5 (первая степень), 3x2 + 5x – 7 (вторая степень), 0x + 2 (нулевая степень). Напомним, что степень нулевого многочлена, т. е. числа 0, не определена (0 = 0x1 = 0x2 = ...).

Далее вводятся понятия члена неравенства, решения линейного неравенства. В обычном классе будет достаточно, если учащиеся запомнят и будут правильно применять правила 1) – 4) для решения неравенств, а в классе с углублённым изучением математики учащиеся должны научиться обосновывать эти правила с помощью рассуждения с числовыми значениями (как при решении примера 1 из п. 1.1.). 
Итог изучения п. 1.3 должен быть таков.

Любое линейное неравенство после преобразования будет иметь вид 
1) kx + b > 0 или 2) kx + b < 0.

Если k 
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 0, но неравенство является неравенством первой степени и решается как показано в п. 1.1.

Если k = 0 и b = 0, то оба неравенства 1) и 2) не имеют решений.

Если k = 0 и b > 0, то любое x является решением неравенства 1), а неравенство 2) не имеет решений.

Если k = 0 и b < 0, то неравенство 1) не имеет решений, а любое x является решением неравенства 2).

В классе с углублённым изучением математики надо по дидактическим мате​риалам научить учащихся решать линейные неравенства с параметром (С–2*).

Решения и комментарии
42. Доказываем. Докажите, что данное неравенство равносильно линейному неравенству и найдите все его решения: а) x(2 – x) < (3 – x)(3 + x).
Решение. Применим к данному неравенству преобразования, в результате каждого из которых получается неравенство, равносильное исходному. 

x(2 – x) < (3 – x)(3 + x),

2x – x2 < 9 – x2,    | +x2
2x < 9,

x < 4,5.

Линейное неравенство x < 4,5 и равносильное ему исходное неравенство имеют множество решений (–
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; 4,5).
Ответ. (–
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; 4,5).

Замечание. В приведённой выше записи каждое следующее неравенство равносильно всем предыдущим неравенствам, следовательно, последнее неравенство равносильно исходному неравенству. Здесь мы считаем, что равносильность таких переходов доказана ранее. Но доказательство можно провести без ссылки на ранее изученные факты с помощью рассуждения с числовыми значениями.

1) Пусть число x0 — решение исходного неравенства, тогда верно числовое неравенство 

x0(2 – x0) < (3 – x0)(3 + x0).
В обеих частях верного числового неравенства применим распределительный закон, получим верное числовое неравенство :

2x0 – x
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 < 9 – x
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Справа и слева прибавим одно и то же число x
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0

, получим новое верное числовое неравенство:

2x0 < 9.
Наконец, разделим обе части верного числового неравенства на 2, получим ещё одно верное числовое неравенство:

x0 < 4,5.

Итак, если x0 — решение исходного неравенства, то оно является решением неравенства x < 4,5.

2) Проведя рассуждения в обратном порядке, убедимся, что если число x0 — решение неравенства x < 4,5, то это число является решением исходного неравенства.

Итак, любое решение исходного неравенства является решением неравенства 
x < 4,5, а любое решение неравенства x < 4,5 является решением исходного неравенства, следовательно, эти неравенства равносильны. 

43(44). а) Решите неравенство 
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Решение. 
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x – 1 < 3,    | + 1


x < 4.

Ответ. (–
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; 4).

Исследуем (44 – 45):
44(45). Может ли неравенство первой степени с одним неизвестным:

а) быть верным при любом значении неизвестного; б) не иметь решений?

Решение. а) Неравенство первой степени с одним неизвестным x имеет вид 
kx + b > 0 или kx + b < 0, здесь k 
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 0. Сначала рассмотрим случай k > 0. 
Неравенство kx + b > 0 (k > 0) равносильно неравенству x > –
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b

. Но это неравенство первой степени с одним неизвестным, оно не может быть верным при любом x. Например, число –
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 – 1 не является его решением.

Неравенство kx + b < 0 (k > 0) равносильно неравенству x < –
[image: image35.wmf]k

b

. Но это неравенство первой степени с одним неизвестным, оно не может быть верным при любом x. Например, число –
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 + 1 не является  его решением.

Аналогично можно рассуждать и при k < 0, следовательно, неравенство первой степени не может быть верным при любом значении неизвестного.
б) Из рассуждений в задании а) следует, что ни при каких b и k 
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 0 неравенство первой степени не может не иметь решений.
45(46). Может ли линейное неравенство с одним неизвестным: а) быть верным при любом значении неизвестного; б) не иметь решений?
Решение. а) Линейное неравенство может быть верным при любом значении x. Приведём пример: неравенство 0x > –1 верно при любом значении x.

б) Линейное неравенство может не иметь решений. Приведём пример: неравенство 0x > 1 не имеет решений.
Промежуточный контроль. С–1, С–2*. 

1.4. Системы линейных неравенств с одним неизвестным

В данном пункте вводится понятие системы линейных неравенств с одним неизвестным x, объясняется, что значит решит систему (найти множество всех решений данной системы). Перед объяснением нового материала полезно повторить изображения числовых множеств на координатной прямой и нахождение пересечения числовых промежутков. Желательно, чтобы каждый учащийся научился решать системы линейных неравенств.
В классе с углублённым изучением математики надо научить учащихся решать системы линейных неравенств с параметром (С–4*).
Решения и комментарии
56(57). а) Найдите все х, для каждого из которых значение функции у = 2х – 3 больше значения функции у = –х + 4.
Решение. Решив неравенство 2х – 3 > –х + 4, получим, что х > 
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. Итак, для каждого х > 
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 значение функции у = 2х – 3 больше значения функции у = –х + 4.
57(58). а) Найдите все х, для каждого из которых функции у = 3х и у = 1 + х одновременно принимают отрицательные значения.
Решение. Решив систему неравенств 
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получим, что её решения будут все х < –1. Итак, для каждого х < –1 функции 
у = 3х и у = 1 + х одновременно принимают отрицательные значения.

Ответ. (–
[image: image41.wmf]¥

; –1).
Промежуточный контроль. С–3. 

1.5(н)
. Неравенства, содержащие неизвестное под знаком модуля
В данном пункте разобраны несколько способов решения неравенств, содержащих неизвестное под знаком модуля. Перед объяснением нового материала полезно повторить определение модуля числа, построение графиков функций 
y = |x|, y = |x – a|, y = |x – a| + b. Далее в учебнике рассматриваются примеры решения неравенств (от простого к сложному): 
|x| < 3, |x| > 5, |x – 3| < 4, |2x – 3| > 3, |2|x| – 5| < 4, |x + 2| < 0,5x + 4.
Решения и комментарии

Решите неравенство (67 – 68):

67. а) |2|x| – 3| > 5; 
в) |2|x| – 3| < 5.

Решение. а) I способ. Множество решений неравенства |2|x| – 3| > 5 есть множество всех x, удовлетворяющих или неравенству 1) 2|x| – 3 > 5, или неравенству 2) 2|x| – 3 < –5. Решив неравенства 1) и 2), надо объединить множества их решений.

Неравенство 1) равносильно неравенству 2|x| > 8, множество его решений есть объединение промежутков (–
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; – 4) и (4; +
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).

Неравенство 2) равносильно неравенству 2|x| < –2, которое не имеет решений.
Следовательно, все решения исходного неравенства составляют множество 
(–
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; –4)
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(4; +
[image: image46.wmf]¥

).

II способ. Построив графики функций y = |2|x| – 3| и y = 5, найдём все значения x, для каждого из которых точки первого графика расположены выше точек второго графика (рис. 2, а). Получим то же множество (–
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; –4)
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).
в) I способ. Множество решений неравенства |2|x| – 3| < 5 есть множество всех x, удовлетворяющих двойному неравенству –5 < 2|x| – 3 < 5 или, что тоже самое, системе неравенств:
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(1)

Система (1) равносильна системе
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(2)

Решением первого неравенства системы (2) является любое число x, множество решений второго неравенства системы (2) есть интервал (–4; 4). Поэтому множество решений системы (2) и равносильного ему неравенства |2|x| – 3| < 5 есть интервал (–4; 4).
[image: image531.png]



Рис. 2
II способ. Построив графики функций y = |2|x| – 3| и y = 5, найдём все значения x, для каждого из которых точки первого графика расположены ниже точек второго графика (рис. 2, б). Получим то же множество (–4; 4).
Ответ. а) (–
[image: image52.wmf]¥

; –4)
[image: image53.wmf]È

(4; +
[image: image54.wmf]¥

); в) (–4; 4).
68. а) |x – 3| > x + 1;
в) |x – 3| < x + 1.

Решение. При решении каждого неравенства рассмотрим три случая: x = 3, 
x > 3, x < 3 и объединим все найденные решения. 

а) Очевидно, что число 3 не является решением исходного неравенства.

Все остальные решения исходного неравенства являются решениями:

или системы 1) 
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или системы 2) 
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Система 1) не имеет решений, система 2) имеет множество решений (–
[image: image57.wmf]¥

; 1).

Следовательно, исходное неравенство имеет множество решений (–
[image: image58.wmf]¥

; 1).

в) Очевидно, что число 3 является решением исходного неравенства.

Все решения x 
[image: image59.wmf]¹

 3 исходного неравенства являются решениями:

или системы 1) 
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или системы 2) 
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Система 1) имеет множество решений (3; +
[image: image62.wmf]¥

).

Система 2) имеет множество решений (1; 3).

Объединив все найденные решения, получим, что исходное неравенство имеет множество решений (1; +
[image: image63.wmf]¥

).

Ответ. а) (–
[image: image64.wmf]¥

; 1); в) (1; +
[image: image65.wmf]¥

).
Замечание. Тот же результат можно получит, используя графики функций 
y = |x – 3| и y = x + 1.
69. Исследуем. При каких значениях а неравенство: 

а) |2x – a| < x + 1 не имеет решений?

б) |3x – a| > 3 – 3x имеет множество решений (1; +
[image: image66.wmf]¥

)?

Решение. а) Разделим обе части исходного неравенства на 2, получим равносильное ему неравенство |x – 
[image: image67.wmf]2

a

| < 
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x + 
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1

.

Сначала построим график функции g (x) = 
[image: image70.wmf]2

1

x + 
[image: image71.wmf]2

1

, он пересекает ось Ox в точке с абсциссой x = –1 (рис. 3, а). Затем построим график функции f (x) = |x – 
[image: image72.wmf]2

a

| для 

[image: image73.wmf]2

a

 = –1, т. е. для a = –2 (рис. 3, а). В этом случае исходное неравенство не имеет решений, так как для любого x верно неравенство f (x) 
[image: image74.wmf]³

 g (x).
Если a < –2, то вершина угла, являющегося графиком функции y = f (x), находится на оси Ox левее точки x = –1 (рис. 3, б). В этом случае исходное неравенство не имеет решений, так как для любого x верно неравенство f (x) > g (x).

Если же a > –2, то вершина угла, являющегося графиком функции y = f (x), находится на оси Ox правее точки x = –1 (рис. 3, в). В этом случае исходное неравенство имеет решения — все x, заключённые между абсциссами точек пересечения графиков. Находить эти решения не требуется.
[image: image532.png])





          Рис. 3

Итак, при a 
[image: image75.wmf]£

 –2 неравенство |2x – a| < x + 1 не имеет решений.

б) Разделим обе части исходного неравенства на 3, получим равносильное ему неравенство |x – 
[image: image76.wmf]3

a

| > 1 – x.

Сначала построим график функции g (x) = 1 – x, он пересекает ось Ox в точке с абсциссой x = 1 (рис. 4, а). 
[image: image533.png]12613
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Затем построим график функции f (x) = |x – 
[image: image77.wmf]3

a

| для 
[image: image78.wmf]3

a

 = 1, т. е. для a = 3 (рис. 4, а). В этом случае исходное неравенство имеет множество решений (1; +
[image: image79.wmf]¥

), так как для любого x > 1 верно неравенство f (x) > g (x).

Рис. 4
Если a < 3, то вершина угла, являющегося графиком функции y = f (x), находится на оси Ox левее точки x = 1 (рис. 4, б). В этом случае имеются решения неравенства f (x) > g (x) не входящие в интервал (1; +
[image: image80.wmf]¥

), например, число 0.

Если же a > 3, то вершина угла, являющегося графиком функции y = f (x), находится на оси Ox правее точки x = 1 (рис. 4, в). В этом случае исходное неравенство f (x) > g (x) выполняется для любых x, множество решений исходного неравенства — интервал (–
[image: image81.wmf]¥

; +
[image: image82.wmf]¥

).

Итак, лишь при a = 3 неравенство |3x – a| > 3 – 3x имеет множество решений 
(1; +
[image: image83.wmf]¥

).

Ответ. а) При a 
[image: image84.wmf]£

 –2; б) при a = 3.
Промежуточный контроль. С–4*. 

§ 2. Неравенства второй степени с одним неизвестным 

Основное назначение второго параграфа — обучение школьников решать неравенства второй степени с одним неизвестным. Сначала вводится понятие неравенства второй степени с одним неизвестным. Показывается применение графиков к решению неравенств. Затем последовательно изучается решение таких неравенств с дискриминантом: положительным, равным нулю, отрицательным. Далее рассматриваются неравенства, сводящиеся к неравенствам второй степени с одним неизвестным. По-прежнему рассматриваются только строгие неравенства.
2.1. Понятие неравенства второй степени с одним неизвестным

В этом пункте вводится понятие неравенства второй степени с одним неизвестным. Эти неравенства называются так, потому что в левой их части стоит многочлен второй степени с неизвестным x. Отметим, что эти неравенства называют ещё квадратными. Вводится необходимая терминология, объясняется, что значит решить неравенство второй степени, сообщается, что при решении неравенств второй степени используют утверждения 1) – 4), сформулированные в п. 1.3. В обычных классах этот факт просто сообщается, в классе с углублённым изучением математики это надо доказать. Здесь же показано, что любое неравенство второй степени с отрицательным коэффициентом при x2 равносильно неравенству второй степени с положительным коэффициентом при x2. Это позволяет в дальнейшем рассматривать только неравенства второй степени с положительным коэффициентом при x2.
Решения и комментарии

73(66). а) Вычислите дискриминант неравенства x2 – 7x + 10 > 0.

Решение. Вычислим дискриминант неравенства 

D = b2 – 4ac = 49 – 
[image: image85.wmf]10
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 = 9.

76(69). а) Напишите неравенство с положительным коэффициентом при x2, равносильное неравенству –x2 + 5x + 7 > 0.

Решение. Умножив неравенство на (–1), получим неравенство с положитель​ным коэффициентом при x2, равносильное исходному неравенству:


–x2 + 5x + 7 > 0    | 
[image: image86.wmf])

1
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×



x2 – 5x – 7 < 0.

77(70). а) Напишите неравенство с коэффициентом 1 при x2, равносильное неравенству –
[image: image87.wmf]2

1

x2 + 3x – 5 > 0.
Решение. Умножив неравенство на (–2), получим неравенство с коэффици​ентом 1 при x2, равносильное исходному неравенству:


–
[image: image88.wmf]2

1

x2 + 3x – 5 > 0    | 
[image: image89.wmf])
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x2 – 6x + 10 < 0.
2.2. Неравенства второй степени с положительным дискриминантом

Перед изучением данного пункта надо повторить изображение числовых промежутков на координатной оси и график квадратичной функции.

В данном пункте рассмотрено решение неравенств


1) ax2 + bx + c > 0   и   2) ax2 + bx + c < 0
при условиях a > 0 и D = b2 – 4ac > 0. При этих условиях левую часть неравенства можно разложить на множители и так как a > 0, то неравенства 1) и 2) равносильны сответственно неравенствам: 


(x – x1)(x – x2) > 0   и   (x – x1)(x – x2) < 0,

где x1 и x2 — корни трёхчлена ax2 + bx + c.  
Учитывая, что случай x1 = x2 невозможен, так как D > 0, отметим корни x1 и x2 на координатной оси (считая, что x1 < x2), определяем знак левой части неравенства на каждом из интервалов (–
[image: image90.wmf]¥

; x1), (x1; x2), (x2; +
[image: image91.wmf]¥

) и записываем ответ. Отметим, что для a > 0, чередование знаков +, –, + на интервалах объясняется тем, что:

1) если x > x2, то из неравенств x > x2 и x2 > x1 следует, что x > x1. Поэтому 
(x – x1)(x – x2) > 0;
2) если x1 < x < x2, то из неравенств x < x2 и x > x1 следует, что (x – x1)(x – x2) < 0;
3) если x < x1, то из неравенств x < x2 и x1 < x2 следует, что x < x2. Поэтому 
(x – x1)(x – x2) < 0.
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Далее показано применение графиков квадратичной функции к решению неравенств 1) и 2).
Решения и комментарии

82(75). Составьте неравенство второй степени с одним неизвестным, все решения которого отмечены на рисунке 5 штриховкой.

Решение. а) Неравенство можно записать или в виде (x – 2)(x – 5) < 0, или в виде x2 – 7x + 10 < 0.
Рис. 5

в) Неравенство можно записать или в виде (x – (–3))(x – (–1)) > 0, или в виде (x +3)(x + 1) > 0, или в виде x2 + 4x + 3 < 0.

Решите неравенство (88–91):

88(82). а) 0,5x2 – x < 0.

Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству x2 – 2x < 0, которое можно переписать в виде x(x – 2) < 0, множество решений последнего неравенства есть интервал (0; 2). Следовательно, исходное неравенство имеет те же решения.
Ответ. (0; 2).
91(85). а) 0,25x2 – 4x + 12 > 0.
Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству x2 – 16x + 48 < 0, которое можно переписать в виде (x – 4)(x – 12) < 0, множество решений последнего неравенства есть интервал (4; 12). Следовательно, исходное неравенство имеет те же решения.
Ответ. (4; 12).
Замечание. Обратим внимание на то, что часть учащихся решают неравенства строго по алгоритму: вычислим D, найдём корни трёхчлена x1 и x2, разложим левую часть неравенства на множители, и т. д., но находятся и такие учащиеся, которые в простых случаях умеют подбирать корни многочлена, используя теорему, обратную теореме Виета. Вряд ли нужно требовать, чтобы они подробно следовали описанному выше алгоритму, но что нужно делать обязательно (во избежание ошибок), так это проверять правильность разложения многочлена на множители раскрытием скобок.
93(87). а) Укажите значения x, при каждом из которых квадратичная функция 
y = x2 + 1,5x – 1 принимает положительные значения; отрицательные значения.
Решение. Квадратный трёхчлен x2 + 1,5x – 1 имеет корни x1 = –2, x2 = 0,5. Функция y = x2 + 1,5x – 1 принимает положительные значения на интервалах 
(–
[image: image92.wmf]¥

; –2) и (0,5; +
[image: image93.wmf]¥

); отрицательные значения — на интервале (–2; 0,5).

Ответ. y > 0 при x 
[image: image94.wmf]Î

 (–
[image: image95.wmf]¥

; –2)
[image: image96.wmf]È

(0,5; +
[image: image97.wmf]¥

); y < 0 при x 
[image: image98.wmf]Î

 (–2; 0,5).
94(н)
. Исследуем. Найдите значение k, при котором неравенство: 

а) x2 – 3x + k < 0 верно только для x 
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б) –x2 + x + k > 0 верно только для x 
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Решение. а) Неравенство x2 – 3x + k < 0 верно только для x 
[image: image101.wmf])
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, если x1 = 1 и x2 = 2 — корни квадратного трёхчлена x2 – 3x + k (здесь a = 1 > 0). То есть при 
k = 
[image: image102.wmf]2
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 = 2.

б) Умножив неравенство на (–1), получим равносильное ему неравенство:
x2 – x – k < 0. Это неравенство верно только для x 
[image: image103.wmf])
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, если x1 = –2 и x2 = 3 — корни квадратного трёхчлена x2 – x – k, т. е. при k = 6.

Ответ. а) k = 2; б) k = 6.

2.3. Неравенства второй степени с дискриминантом, равным нулю

В данном пункте рассмотрено решение неравенств

1) ax2 + bx + c > 0 и 2) ax2 + bx + c < 0
при условиях a > 0 и D = b2 – 4ac = 0, также показано применение графиков квадратичной функции к решению неравенств 1) и 2).

Учащимся полезно помнить, что если D = 0, то при a > 0 квадратный трёхчлен является полным квадратом.
Решения и комментарии

98(91). Существуют ли x, при которых выражение:
а) –x2;
в) (2 – x)2

принимает положительное значение?
Решение. а) Так как x2 
[image: image104.wmf]³

 0 при любом значении x, то –x2 
[image: image105.wmf]£

 0 при любом значении x. Поэтому нет таких значений x, при которых –x2 > 0.

в) Так как (2 – x)2 
[image: image106.wmf]³

 0 при любом значении x, то существуют такие значения x, при которых (2 – x)2 > 0. Это все x 
[image: image107.wmf]¹

 2.
101(94). Решите неравенство: 
а) x2 – 4x + 4 > 0;
в) x2 + 10x + 25 < 0.
Решение. а) Так как x2 – 4x + 4 = (x – 2)2, то исходное неравенство имеет множество решений — все x, кроме x = 2, т. е. (–
[image: image108.wmf]¥

; 2) 
[image: image109.wmf]È

 (2; +
[image: image110.wmf]¥

). 

в) Так как x2 + 10x + 25 = (x – 5)2 
[image: image111.wmf]³

 0 при любом значении x, то неравенство 
x2 + 10x + 25 < 0 не имеет решений. 
Замечание. Желательно также показать решение неравенств с использованием графиков квадратичной функции.
104(97). Исследуем. Найдите значение k, при котором неравенство: 

а) x2 – 24x + k > 0 верно при всех x, кроме x = 12; 

б) 64x2 + kx + 9 > 0 верно при всех x, кроме x = 
[image: image112.wmf]8
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Решение. а) Здесь требуется найти значение k, при котором неравенство можно записать в виде (x – 12)2 > 0. Условию задачи удовлетворяет лишь k = 144.
б) Здесь требуется найти значение k, при котором неравенство можно записать в виде 64(x + 
[image: image113.wmf]8

3

)2 > 0. Условию задачи удовлетворяет лишь k = 48.

Ответ. а) k = 144; б) k = 48.

105(98). а) Найдите значение x, при котором неверно неравенство
x2 + 8x + 16 > 0.
Решение. Решив неравенство x2 + 8x + 16 > 0, получим, что оно верно при всех x, кроме x = –4. Следовательно, это неравенство неверно лишь при x = –4. 
Ответ. –4.
2.4. Неравенства второй степени с отрицательным дискриминантом

В данном пункте рассмотрено решение неравенств 

1) ax2 + bx + c > 0 и 2) ax2 + bx + c < 0
при условиях a > 0 и D = b2 – 4ac < 0, также показано применение графиков квадратичной функции к решению неравенств 1) и 2).

Решения и комментарии

110(103). а) Решите неравенство 0,2x2 – x + 100 > 0.

Решение. Так как a = 0,2 > 0 и D = 1 – 
[image: image114.wmf]100
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 < 0, то любое число является решением данного неравенства.
Ответ. (–
[image: image115.wmf]¥

; +
[image: image116.wmf]¥

)

112(105). Исследуем. Найдите все значения m, при каждом из которых неравенство верно при любом значении x:

а) 2x2 – x + m > 0;
б) 3x2 + 2x + m > 0.

Решение. а) Так как a = 2 > 0, то чтобы неравенство было верно при любом значении x, дискриминант D должен быть отрицательным: 1 – 
[image: image117.wmf]m
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 < 0. Следовательно, условию задачи удовлетворяют все значения m > 
[image: image118.wmf]8
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б) Так как a = 3 > 0, то чтобы неравенство было верно при любом значении x, дискриминант D должен быть отрицательным: 4 – 
[image: image119.wmf]m
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 < 0. Следовательно, условию задачи удовлетворяют все значения m > 
[image: image120.wmf]3
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.
Ответ. а) m > 
[image: image121.wmf]8
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; б) m > 
[image: image122.wmf]3
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.
В классах с углублённым изучением математики надо по дидактическим материалам изучить тему «Неравенства второй степени с параметром», затем провести самостоятельную работу С–6.
Промежуточный контроль. С–5, С–6*. 

2.5. Неравенства, сводящиеся к неравенствам второй степени

В данном пункте рассмотрено решение неравенств, обе части которых многочлены и которые равносильными преобразованиями, отмеченными ранее, сводятся к неравенству второй степени. 

Решения и комментарии

115(108). Приведите неравенство:

а) 7 > 3x – 5x2;
б) 2x > –3 + 2x2
к виду ax2 + bx + c > 0 или ax2 + bx + c < 0.
Решение. а) Перенеся все члены неравенства в левую часть, получим неравенство 5x2 – 3x + 7 > 0, равносильное исходному неравенству.

в) Перенеся все члены неравенства в левую часть, получим неравенство 
2x2 + 2x + 3 > 0, равносильное исходному неравенству.

Решите неравенство (122 – 123):
122(115). а) 
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Решение. а) Перенеся все члены неравенства в левую часть, умножив обе части неравенства на 15 и приведя подобные члены многочлена. получим неравенство 3x2 + 5x – 20 < 0, равносильное исходному неравенству. Так как D = 265 > 0, 
x1 = 
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, x2 = 
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, то множество всех решений исходного неравенства есть 
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в) Перенеся все члены неравенства в левую часть, умножив обе части неравенства на 15 и приведя подобные члены многочлена. получим неравенство x2 – x – 1 < 0, равносильное исходному неравенству. Так как D = 5 > 0, x1 = 
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, x2 = 
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, то множество всех решений исходного неравенства есть 
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Ответ.

а) 
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123(н). а) |x2 – 6x + 8| < 3;
в) 4 < |x2 – 2x – 4| < 11;
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Решение. а) I способ. Исходное неравенство равносильно системе неравенств:
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Первое неравенство системы имеет множество решений (1; 5), второе неравенство — (–
[image: image134.wmf]¥

; +
[image: image135.wmf]¥

), следовательно, система, а значит, и равносильное ей исходное неравенство имеют множество решений (1; 5).
II способ. Построив графики функций f (x) = |x2 – 6x + 
+ 8| и g (x) = 3 (рис. 6), найдем все x, для каждого из которых f (x) < g (x), получим множество множество решений исходного неравенства (1; 5).
Рис. 6

в) Все решения исходного неравенства являются или решениями системы 
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1) 
[image: image136.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

-

-

<

-

-

,

4

4

2

,

11

4

2

2

2

x

x

x

x

 или системы 2) 
[image: image137.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

-

-

-

<

-

-

-

.

4

)

4

2

(

,

11

)

4

2

(

2

2

x

x

x

x


Решив каждую из систем 1) и 2) и объединив все полученные решения, мы получим все решения исходного неравенства.

Система 1) имеет множество решений (–3; –2)
[image: image138.wmf]È

(4; 5), система 2) имеет множество решений (0; 2), поэтому исходное неравенство имеет множество решений: (–3; –2)
[image: image139.wmf]È

(0; 2)
[image: image140.wmf]È

(4; 5). 

II способ. Построив графики функций f (x) = 
= |x2 – 2x – 4|, g (x) = 4 и h (x) = 11 (рис. 7), найдем все x, для каждого из которых g (x) < f (x) < h (x), получим множество множество решений исходного неравенства (–3; –2)
[image: image141.wmf]È

(0; 2)
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(4; 5).
Ответ. а) (1; 5); в) (–3; –2)
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(4; 5). 


Рис. 7
124(н). Найдите область определения функции:
а) 
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Решение. а) Функция определена для любых таких, что x 
[image: image148.wmf]¹

 0, следовательно, область определения функции есть множество (–
[image: image149.wmf]¥

; 0)
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).
г) Функция определена для любых таких, что x2 – 4 > 0, решив это неравенство, получим, что область определения функции есть (–
[image: image152.wmf]¥

; –2)
[image: image153.wmf]È

(2; +
[image: image154.wmf]¥

).
ж) Функция определена для любых таких, что 3x – 2 – x2 > 0, решив это неравенство, получим, что область определения функции есть множество (1; 2).

Ответ. а) (–
[image: image155.wmf]¥

; 0)
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); г) (–
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; –2)
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); ж) (1; 2).
Промежуточный контроль. К–1. 

§ 3. Рациональные неравенства 

Основное назначение этого параграфа — обучение школьников решать рациональные неравенства и их системы. Сначала рассматривается метод интервалов решения неравенств вида 

A (x) > 0 и  A (x) < 0, 
(1)

где A (x) — многочлен относительно x. Затем показывается, что решение любого строгого рационального неравенства сводится к решению неравенства вида (1). После этого рассматриваются системы рациональных неравенств.

Все неравенства, рассмотренные в параграфах 1–2 и в п. 3.1–3.3 — строгие. В п. 3.4 рассматривается решение нестрогих неравенств. В заключение параграфа 3 рассматривается использованиие замены неизвестного при решении рациональных неравенств.

Отметим, что тема «Рациональные неравенства» в программу 9 общеобразовательного класса не входит, поэтому в обычных классах пп. 3.1 – 3.4 можно изучать только применительно к неравенствам линейным и второй степени и решать задания, которые не отмечены звёздочкой. Материал этот достаточно прост, а его осознание существенно расширит представления школьников о решении неравенств, позволит сформировать необходимые умения по рассматриваемой теме.
В классе с углублённым изучением математики надо изучить весь материал полностью, добавив к этому изучение по дидактическим материалам (раздел 1) содержания самостоятельных работ 7–12. Это поможет учащимся быть более успешными в различных олимпиадах, конкурсах и итоговых испытаниях. 

3.1. Метод интервалов
В этом пункте рассмотривается решение неравенств вида 

1) А (х) > 0 и 2) А (х) < 0,

где А (х) — многочлен относительно х.
Для решения любого из неравенств 1) и 2) надо найти корни многочлена А (х) и отметить их на координатной оси, в каждом из получившихся интервалов определить знак многочлена А (х). Тогда объединение всех интервалов, где многочлен положителен, составит множество решений неравенства 1), а объединение всех интервалов, где многочлен отрицателен, составит множество решений неравенства 2).
В примере 1 подробно разобрано решение этим способом неравенства 

(х + 2)(х – 3)(х4 + 1) < 0,
для решения которого надо «вручную» определить знаки многочлена на каждом из трёх интервалов (–
[image: image161.wmf]¥

; –2), (–2; 3), (3; +
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).

Далее в учебнике написано, что во многих случаях процесс решения неравен​ства можно упростить, действуя по правилу, называемому методом интервалов.
В качестве примера рассматривается многочлен 


А (х) = (х – х1) (х – х2) ... (х – хn),
где х1 < х2 <  ... < хn.

Для вывода правила проводятся обоснованные рассуждения, опирающиеся на свойство двучлена x – x0, которое заключается в следующем. Двучлен x – x0 равен нулю при x = x0, положителен при x > x0 и отрицателен при x < x0.

Далее на оси x отмечают числа х1, х2, ..., хn, затем над правым интервалом ставят знак «+» и, начиная с него, чередуют знаки «+», «–», «+», «–», ... над интервалами справа налево; затем записывают ответ. Методом интервалов решается пример 2.

Затем обсуждается необязательный для обычных классов пример 3 решения неравенства


(х – 1)3(х – 2)2(х – 3)4(х – 4) < 0
и формулируется общий метод интервалов для решения неравенств вида 1) или 2), если 

А (х) = (х – х1)
[image: image163.wmf]1
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(х – х2)
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 ... (х – хm)
[image: image165.wmf]m
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,

причём х1 < х2 <  ... < хm и хотя бы одно из чисел ki 
[image: image166.wmf]³

 2.
На оси x отмечают числа х1, х2, ..., хm, затем над правым интервалом ставят знак «+», затем при переходе через любое хi сохраняют знак, если ki чётно, и меняют знак, если ki нечётно. 
Далее решается неравенство (пример 4) этим методом.
В обычных классах достаточно, если учащиеся запомнят метод интервалов и научатся его применять. В классах с углублённым изучением математики учащиеся должны уметь обосновывать общий метод интервалов, а также метод решения неравенств 1) и 2), для 
А (х) = c(х – х1)
[image: image167.wmf]1
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 ... (х – хm)
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(х2 + p1х + q1) ... (х2 + pnх + qn), 
где c > 0 и квадратные трёхчлены имеют отрицательные дискриминанты, и применять их для решения неравенств. 

Решения и комментарии

Решите неравенство методом интервалов (134 – 139):
134(127). а) (x – 1)(x – 3)(x – 5) > 0.
[image: image537.png]


Решение. Отметим корни многочлена
 1, 3, 5 на координатной оси и расставим знаки по методу интервалов. Решениями неравенства будут значения x из тех интервалов, над которыми стоит знак «+» (рис. 8).

Рис. 8

Итак, исходное неравенство имеет множество решений (1; 3)
[image: image169.wmf]È

(5; +
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).

Ответ. (1; 3)
[image: image171.wmf]È
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).

135(128). а) (x2 + x)(5x – 5) < 0.
Решение. Сначала разложим на линейные множители многочлен, записанный в левой части неравенства:


5(x + 1)(x – 0)(x – 1) < 0. 

Отметим[image: image538.png]


 корни многочлена –1, 0, 1 на координатной оси и расставим знаки по методу интервалов. Решениями неравенства будут значения x из тех интервалов, над которыми стоит знак «–» (рис. 9).

Рис. 9
Итак, исходное неравенство имеет множество решений (–
[image: image173.wmf]¥

; –1)
[image: image174.wmf]È

(0; 1).

Ответ. (–
[image: image175.wmf]¥

; –1)
[image: image176.wmf]È

(0; 1).
139(133). к) (–x2 + 6x – 10)(x2 – 5x + 6)(x – 2) > 0.
Решение. Разложив на множители трёхчлен x2 – 5x + 6, перепишем неравенство в виде:


–(x2 – 6x + 10)(x – 2)2(x – 3) > 0.

Это неравенство равносильно неравенству 


(x2 – 6x + 10)(x – 2)2(x – 3) < 0.

Так как дискриминант трёхчлена x2 – 6x + 10 отрицательный, то этот трёхчлен не имеет корней. Его коэффициент при старшем члене положительный, поэтому при любом значении x этот трёхчлен принимает положительные значения. К тому же выводу можно придти другим путём: x2 – 6x + 10 = (x – 3)2 + 1 > 0 при любом значении x.
[image: image539.png]


Отметим корни многочлена 2 и 3 на координатной оси, определим знаки многочлена на интервалах, получим, что знак «–» стоит над двумя интервалами 
(–
[image: image177.wmf]¥

; 2) и (2; 3) (рис. 10).

                                    Рис. 10
Итак, исходное неравенство имеет множество решений (–
[image: image178.wmf]¥

; 2)
[image: image179.wmf]È

(2; 3).

Ответ. (–
[image: image180.wmf]¥

; 2)
[image: image181.wmf]È

(2; 3).
140. Исследуем. а) При каких значениях а множество решений неравенства 
(х – 3)(х – 5)(х – а)2 > 0 состоит из двух интервалов? из трёх интервалов?

[image: image540.png]


Решение. 1) Если a > 5, то многочлен имеет три корня 3, 5 и a. Отметим эти корни многочлена на координатной оси и, применив общий метод интервалов, определим знак многочлена на интервалах (рис. 11). Получим, что множество решений исходного неравенства состоит из трёх интервалов. 

                                       Рис. 11
2) Если a = 5, то исходное неравенство перепишется в виде:

(х – 3)(х – 5)3 > 0.
(1)

[image: image541.png]


Отметим корни 3 и 5 многочлена на координатной оси и, применив общий метод интервалов, определим знак многочлена на интервалах (рис. 12). Получим, что множество решений неравенства (1), а значит, и исходного неравенства, состоит из двух интервалов. 

                                      Рис. 12
[image: image542.png]


3) Если 3 < a < 5, то многочлен имеет три корня 3, a и 5. Отметим эти корни многочлена на координатной оси и, применив общий метод интервалов, определим знак многочлена на интервалах (рис. 13). Получим, что множество решений неравенства состоит из двух интервалов.
                                      Рис. 13
4) Если a = 3, то исходное неравенство перепишется в виде:

(х – 3)3(х – 5) > 0.
(2)

Отметим корни 3 и 5 многочлена на координатной оси и, применив общий метод интервалов, определим знак многочлена на интервалах (рис. 12). Получим, что множество решений неравенства (2), а значит, и исходного неравенства, состоит из двух интервалов. 

5) Если a < 3, то многочлен имеет три корня a, 3 и 5. Отметим эти корни многочлена на координатной оси и, применив общий метод интервалов, определим знак многочлена на интервалах (рис. 14). Получим, что множество решений исходного неравенства состоит из трёх интервалов. 

[image: image543.png]



                                           Рис. 14
Объединяя все рассмотренные случаи, запишем ответ.

Ответ. Если 3 
[image: image182.wmf]£

 a 
[image: image183.wmf]£

 5, то множество решений исходного неравенства состоит из двух интервалов; если a < 3 или a > 5, то множество решений исходного неравенства состоит из трёх интервалов.
3.2. Решение рациональных неравенств
В данном пункте, пользуясь понятием равносильности неравенств, решение любого строгого рационального неравенства сводится к решению неравенства A (x) > 0 или A (x) < 0, где A (x) — многочлен относительно x.
В обычных классах надо чтобы эти приемы учащиеся освоили на простых примерах. В классах с углублённым изучением математики учащиеся должны уметь обосновывать алгоритм решения рациональных неравенств и уметь решать рациональные неравенства, в том числе более трудные, отмеченные в учебнике звёздочкой. 

Решения и комментарии

Решите неравенство (146–155):
146(140). а) 
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Решение. а) Исходное неравенство равносильно неравенству 
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(1)
Отметим корни многочлена –2, 1, 3 на координатной оси и, применив метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 15).
[image: image544.png]



                                    Рис. 15
Получим, что неравенство (1), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений (–
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; –2)
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(1; 3).

в) Исходное неравенство равносильно неравенству 
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(2)
Отметим корни многочлена –8, –1, 5, 7 на координатной оси и, применив метод интервалов, определим знаки многочлена на интервалах (рис. 16).
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                                       Рис. 16
Получим, что неравенство (2), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений (–
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Ответ. а) (–
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Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству 
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Так как дискриминант квадратного трёхчлена x2 – x + 2 отрицательный, а коэффициент при старшем члене этого трёхчлена положительный, то при любом значении x этот трёхчлен принимает положительные значения. Отметим корни многочлена 1 и 6 на координатной оси, определим знак многочлена на каждом из полученных интервалов (рис. 17).
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                                  Рис. 17
Получим, что неравенство (3), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений (1; 6).

Ответ. (1; 6). 
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Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству 
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Отметим корни многочлена 
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, 1 и 
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 на координатной оси, применив метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 18).

         Рис. 18
Получим, что неравенство (4), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений 
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Ответ. 
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Решение. а) Исходное неравенство равносильно неравенству 
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Отметим[image: image548.png]


 корни многочлена –3, –1 и 2 на координатной оси, применив общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 19).
         Рис. 19
Получим, что неравенство (5), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений (2; +
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).

г) Исходное неравенство равносильно неравенству 
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Отметим корни многочлена –3, –2 и –1 на координатной оси, применив общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 20).
      Рис. 20
Получим, что неравенство (6) ), а значит, и равносильное ему исходное неравенство, имеют множество решений (–3; –2)
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Ответ. а) (2; +
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); г) (–3; –2)
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156. Исследуем. При каких значениях а множество решений неравенства 
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Решение. При любом значении a исходное неравенство равносильно неравен​ству 
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1) Если a > 3, то многочлен имеет три корня: –5, 3 и a. Отметим эти корни на координатной оси и, применяя общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 21). 
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Рис. 21
Получим, что множество решений неравенства (7), а значит, и исходного неравенства, состоит из трёх интервалов.

2) Если a = 3, то исходное неравенство перепишется в виде 
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[image: image551.png]


Отметим корни многочлена –5 и 3 на координатной оси и, применяя общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 22). 

Рис. 22
Получим, что множество решений неравенства (8), а значит, и исходного неравенства, состоит из двух интервалов.
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3) Если –5 < a < 3, то многочлен имеет три корня: –5, a и 3. Отметим эти корни на координатной оси и, применяя общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 23). 

Рис. 23
Получим, что множество решений неравенства (7), а значит, и исходного неравенства, состоит из двух интервалов.

4) Если a = –5, то исходное неравенство перепишется в виде 
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Отметим корни многочлена –5 и 3 на координатной оси и, применяя общий метод интервалов, расставим знаки «+» и «–» над полученными интервалами (рис. 22). Получим, что множество решений неравенства (9), а значит, и исходного неравенства, состоит из двух интервалов.

5) Если a < –5, то многочлен имеет три корня: a, –5 и 3. Отметим эти корни на координатной оси и, применяя общий метод интервалов, расставим знаки «+» и 
«–» над полученными интервалами (рис. 24). 

[image: image553.png]10



Рис. 24
Получим, что множество решений неравенства (7), а значит, и исходного неравенства, состоит из трёх интервалов.

Объединяя все рассмотренные случаи, запишем ответ.

Ответ. а) Если –5 
[image: image222.wmf]£

 a 
[image: image223.wmf]£

 3, то множество решений исходного неравенства состоит из двух интервалов; если a < –5 или a > 3, то множество решений исходного неравенства состоит из трёх интервалов.
Промежуточный контроль. С–7, С–8*. 

3.3. Системы рациональных неравенств

Данный пункт должен быть изучен в каждом классе — обычном и с углублённым изучением математики, так как в тексте учебника и в приведённых заданиях рассматриваются практически только задания с квадратными неравен​ствами. Системы рациональных неравенств, отмеченные звёздочкой, не сложны, но решение таких рациональных неравенств считается необязательным для общеобразовательных классов. 
Решения и комментарии

Решите систему неравенств (162–163):
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Решение. Первое и второе неравенства системы имеют множества решений 
(–
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) и есть множество решений системы (рис. 25).

Рис. 25
Ответ. (–
[image: image235.wmf]¥

; –1)
[image: image236.wmf]È

(5; 10)
[image: image237.wmf]È

(10; +
[image: image238.wmf]¥

).
163(156). а) 
[image: image239.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

+

-

+

>

-

-

.

0

)

4

)(

4

(

2

,

0

)

3

)(

2

(

x

x

x

x

x


Исходная система неравенств равносильна системе 
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Первое неравенство системы (1) имеет множество решений (–
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; 2)
[image: image242.wmf]È

(3; +
[image: image243.wmf]¥

) (рис. 26, а). Второое неравенство системы (1) имеет множество решений 
(–4; –2)
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) (рис. 25, б). Множество решений системы (1), а значит, и равносильной ей исходной системы есть (–4; –2)
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(4; +
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) (рис. 26, в).
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Рис. 26
Ответ. (–4; –2)
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Исходная система неравенств равносильна системе 
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(2)
Первое неравенство системы (2) имеет множество решений (–
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; –1)
[image: image253.wmf]È

(1; +
[image: image254.wmf]¥

) (рис. 27, а). Второе неравенство системы (2) имеет множество решений 
(–
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; –2)
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(2; 5) (рис. 27, б). Множество решений системы (2), а значит, и равносильной ей исходной системы есть (–
[image: image257.wmf]¥

; –2)
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(2; 5) (рис. 27, в).
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Рис. 27
Ответ. (–
[image: image259.wmf]¥

; –2)
[image: image260.wmf]È

(2; 5).
Промежуточный контроль. С–9. 

3.4. Нестрогие рациональные неравенства
Данный пункт должен быть изучен в каждом классе — и в обычном, и с углублённым изучением математики. В обычных классах желательно проработать по дидактическим материалам п. 10 и провести самостоятельную работу С–10. 

В классах с углублённым изучением математики надо рассмотреть ещё  задания со звёздочкой и проработать по дидактическим материалам п. 11 и провести самостоятельную работу С–11.

Отметим важную особенность решения нестрогих неравенств. Для решения, например, неравенства A (x) 
[image: image261.wmf]³

 0 предлагается сначала решить уравнение A (x) = 0, затем строгое неравенство A (x) > 0, после чего объединить все найденные решения уравнения и неравенства. Такой подход обеспечивает осознание учеником отличие нестрогого неравенства от строгого, понимание, что умение решать нестрогое неравенство опирается на умения 1) решать уравнение и 2) решать строгое неравенство. Если же учащиеся решают строгие и нестрогие неравенства неравенства по одной и той же схеме, закрашивая во втором случае точки на координатной оси и ставя квадратные скобки вместо круглых, то следование единому алгоритму для разных по своей природе неравенств нередко приводит учащихся к ошибкам. 
Следует особое внимание уделить тому, что, например, неравенство 
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 не равносильно неравенству 
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, так как число 5, обращающее знаменатель дроби в нуль, не является решением первого неравенства, но является решением второго. Поэтому нельзя начинать решение нестрогого неравенства с перехода к равносильному неравенству с многочленом, как это делалось при решении строгих рациональных неравеств, а надо действовать, следуя указанному способу.
После изучения нестрогих неравенств можно использовать для контроля знаний или для повторения через некоторое время тесты Т–1, Т–2 из сборника тестов.

Решения и комментарии

Решите неравенство (167 – 175):
167(161). а) x2 – 12x + 32 
[image: image264.wmf]£

 0.
[image: image557.png]


Решение. Сначала решим уравнение 


x2 – 12x + 32 = 0,
(1)

оно имеет корни x1 = 4 и x1 = 8 (рис. 28, а).
Затем решим неравенство 


x2 – 12x + 32 < 0,
(2)

оно имеет множество решений (4; 8) (рис. 28, б).

Объединив множества решений уравнения (1) и неравенства (2) получим, что множество решений исходного неравенства есть [4; 8] (рис. 28, в).
Рис. 28
Ответ. [4; 8].
171(165). а) 
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Решение. Очевидно, что уравнение 
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 корней не имеет. Решим неравенство 
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, оно имеет множество решений (1; +
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Следовательно, множество решений исходного неравенства есть (1; +
[image: image269.wmf]¥

).
Ответ. (1; +
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172(166). а) 
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Решение. Сначала решим уравнение 
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(3)

оно имеет единственный корень x1 = 1 (рис. 29, а). Затем решим неравенство 
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оно равносильно неравенству 
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 и имеет множество решений (–
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; –3)
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(1; 3)
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(3; +
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) (рис. 29, б).

Объединив множества решений уравнения (3) и неравенства (4) получим, что множество решений исходного неравенства есть (–
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; –3)
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[1; 3)
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(3; +
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) (рис. 29, в).
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Рис. 29
Ответ. (–
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; –3)
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(3; +
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Замечание. Стоит обратить внимание учащихся на необходимость следования указанному в п. 3.2 алгоритму решения рациональных неравенств. Например, иногда учащиеся находят более экономное «решение» неравенства, чем приведённое выше. Они неравенство 
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, сокращают алгебраическую дробь в левой части неравенства: 
[image: image289.wmf]0
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, а затем решают полученное неравенство, считая, что оно равносильно исходному неравенству. Межу тем, полученное неравенство не равносильно исходному неравенству, так как имеет решение 3, которого исходное неравенство не имеет.
175(н). а) |x2 – 6x + 7| 
[image: image290.wmf]³

 2; 
б) |x2 – 9x + 19| 
[image: image291.wmf]£

 1.
Решение. а) Все решения исходного неравенства являются или решениями неравенства 1) x2 – 6x + 7 
[image: image292.wmf]³

 2, или решениями неравенства 2) x2 – 6x + 7 
[image: image293.wmf]£

 –2. 
Неравенство 1) имеет множество решений (–
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[image: image295.wmf]È

[5; +
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Неравенство 2) равносильно неравенству (x – 3)2 
[image: image297.wmf]£

 0, оно имеет единственное решение x1 = 3.
Объединив множества решений неравенств 1) и 2) получим, что множество решений исходного неравенства есть (–
[image: image298.wmf]¥

; 1]
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{3}
[image: image300.wmf]È

[5; +
[image: image301.wmf]¥

) (рис. 30).
Рис. 30
б) Все решения исходного неравенства являются и решениями неравенства 
x2 – 9x + 19 
[image: image302.wmf]£

 1, и решениями неравенства x2 – 9x + 19 
[image: image303.wmf]³

 –1, т. е. исходное неравенство равносильно системе неравенств 
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Первое неравенство системы перепишем в виде (x – 3)(x – 6) 
[image: image305.wmf]£

 0, оно имеет множество решений [3; 6] (рис. 31, а).
Второе неравенство системы перепишем в виде (x – 4)(x – 5) 
[image: image306.wmf]³

 0, оно имеет множество решений (–
[image: image307.wmf]¥

; 4]
[image: image308.wmf]È

[5; +
[image: image309.wmf]¥

) (рис. 31, б).
Система (5) и равносильное ему исходное нера​венство имеют множество решений [3; 4]
[image: image310.wmf]È

[5; 6] (рис. 31, в).

Ответ. а) (–
[image: image311.wmf]¥

; 1]
[image: image312.wmf]È

{3}
[image: image313.wmf]È

[5; +
[image: image314.wmf]¥

); б) [3; 4]
[image: image315.wmf]È

[5; 6].
Рис. 31
178(169). д) Решите систему неравенств 
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Решение. Перепишем систему в виде:

[image: image561.png]o)
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(6)

Первое неравенство системы имеет множество решений [–2; –1]
[image: image318.wmf]È

[3; +
[image: image319.wmf]¥

) (рис. 32, а). Второе неравенство системы имеет множество решений (–
[image: image320.wmf]¥

; 1]
[image: image321.wmf]È

[2; 3] (рис. 32, б). Третье неравенство системы имеет множество решений [–3; –2]
[image: image322.wmf]È

[2; +
[image: image323.wmf]¥

) (рис. 32, в). Общая часть этих трёх множеств состоит из двух чисел –2 и 3 (рис. 31, г).
Рис. 32
Ответ. {–2; 3}.
Дополнительное задание (подготовка к К–2). Докажите, что для любых чисел x справедливо неравенство:

а) x2 – 20x + 101 > 0;

б) x2 + 2x – 2|x + 1| 
[image: image324.wmf]³

 –2, 
найдите все значения x, для которых левая часть неравенства б) равна правой.  

Решение. а) Перепишем исходное неравенство, выделив полный квадрат в левой его части:

(x – 10)2 + 1 > 0,
так как (x – 10)2 
[image: image325.wmf]³

 0 для любого x, то полученное неравенство справедливо для любого x, что и доказывает исходное неравенство.
б) Перепишем исходное неравенство в виде:

|x + 1|2 – 2|x + 1| + 1 
[image: image326.wmf]³

 0,

Или в виде

(|x + 1| – 1)2 
[image: image327.wmf]³

 0.
Так как последнее неравенство справедливо для любого x, то и исходное неравенство справедливо для любого x. 
Левая часть исходного неравенства равна правой, если |x + 1| = 1, т. е. при x = 0 и при x = –2. 
Промежуточный контроль. С–10, С–11*, Т–3, К–2 (обычные классы). 

3.5(н). Замена неизвестного при решении неравенств
В данном пункте на примерах показано решение рациональных неравенств способом замены неизвестного. Этот пункт не является обязательным для обычных классов, но в классах с углублённым изучением математики он должен быть хорошо проработан, так как замена неизвестного довольно часто применяется при решении более сложных задач, чем ранее изученные. Данной темой в обычных классах завершается изучение параграфа 3 и должна быть проведена контрольная работа К–2.
В классах с углублённым изучением математики надо проработать по дидактическим материалам п. 12 и провести самостоятельную работу С–12.
Решения и комментарии

Решите неравенство (179 – 182):
179. а) (x – 3)4 – 5(x – 3)2 + 4 < 0;

в) (x + 1)4 – 5(x + 1)2 + 4 
[image: image328.wmf]³

 0.
Решение. а) Введя новое неизвестное t = (x – 3)2, перепишем исходное неравен​ство в виде: 


t2 – 5t + 4 < 0.
(1)
Неравенству (1) удовлетворяют лишь все t такие, что 1 < t < 4, поэтому множество решений исходного неравенства есть множество решений двойного неравенства:


1 < (x – 3)2 < 4.
(2)

Двойное неравенство (2) имеет множество решений (1; 2)
[image: image329.wmf]È

(4; 5), следовательно, и исходное неравенство имеет то же множество решений. 

в) Введя новое неизвестное t = (x + 1)2, перепишем исходное неравенство в виде: 


t2 – 5t + 4 
[image: image330.wmf]³

 0.
(3)
Неравенству (2) удовлетворяют лишь все t такие, что t 
[image: image331.wmf]£

 1, или t 
[image: image332.wmf]³

 4, поэтому все решения исходного неравенства являются или решениями неравенства 
1) (x + 1)2 
[image: image333.wmf]£

 1, или неравенства 2) (x + 1)2 
[image: image334.wmf]³

 4.

Множество решений неравенства 1) есть [–2; 0], а множество решений неравенства 2) есть (–
[image: image335.wmf]¥

; –3]
[image: image336.wmf]È

[1; +
[image: image337.wmf]¥

). 

Следовательно, множество решений исходного неравенства есть (–
[image: image338.wmf]¥

; –3]
[image: image339.wmf]È



[image: image340.wmf]È

[–2; 0]
[image: image341.wmf]È

[1; +
[image: image342.wmf]¥

).

Ответ. а) (1; 2)
[image: image343.wmf]È

(4; 5); в) (–
[image: image344.wmf]¥

; –3]
[image: image345.wmf]È

[–2; 0]
[image: image346.wmf]È

[1; +
[image: image347.wmf]¥

).
181. а) 
[image: image348.wmf]0
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Решение. а) Введя новое неизвестное t = 
[image: image349.wmf]x

x

4

2

+

, перепишем исходное неравен​ство в виде: 
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(4)
Неравенству (4) удовлетворяют лишь все t такие, что t 
[image: image351.wmf]£

 –3, а также все t такие, что 0 < t 
[image: image352.wmf]£

 5, поэтому все решения исходного неравенства есть или решения нера​венства 1) 
[image: image353.wmf]x
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[image: image354.wmf]£

 –3, или решения двойного неравенства 2) 0 < 
[image: image355.wmf]x
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[image: image356.wmf]£

 5.

Неравенство 1) имеет множество решений [–3; –1], двойное неравенство 2) имеет множество решений [–5; –4)
[image: image357.wmf]È

(0; 1], следовательно, исходное неравенство имеет множество решений [–5; –4)
[image: image358.wmf]È

[–3; –1]
[image: image359.wmf]È

(0; 1]. 

Ответ. [–5; –4)
[image: image360.wmf]È

[–3; –1]
[image: image361.wmf]È

(0; 1].
182. а) |x + 4|2 – 7|x + 4| 
[image: image362.wmf]³

 0.
Решение. а) Введя новое неизвестное t = |x + 4|, перепишем исходное неравен​ство в виде: 


t2 – 7t 
[image: image363.wmf]³

 0.
(5)
Неравенству (5) удовлетворяют лишь все t такие, что t 
[image: image364.wmf]£

 0, а также все t такие, что t 
[image: image365.wmf]³

 7, поэтому все решения исходного неравенства есть или решения неравенства 1) |x + 4| 
[image: image366.wmf]£

 0, или решения неравенства 2) |x + 4| 
[image: image367.wmf]³

 7.
Неравенство 1) имеет единственное решение x1 = –4, неравенство 2) имеет множество решений (–
[image: image368.wmf]¥

; –11]
[image: image369.wmf]È

[3; +
[image: image370.wmf]¥

), следовательно, исходное неравенство имеет множество решений (–
[image: image371.wmf]¥

; –11]
[image: image372.wmf]È

{–4}
[image: image373.wmf]È

[3; +
[image: image374.wmf]¥

). 

Ответ. (–
[image: image375.wmf]¥

; –11]
[image: image376.wmf]È

{–4}
[image: image377.wmf]È

[3; +
[image: image378.wmf]¥

).
184. а) Решите систему неравенств 
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Решение. а) Введя новое неизвестное t = |x|, перепишем исходную систему неравенств в виде: 
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(6)
Системе (6) удовлетворяют лишь все t такие, что t < 1, а также все t такие, что 
2 < t < 3, поэтому все решения исходной системы есть или решения неравенства 1) |x| < 1, или решения двойного неравенства 2) 2 < |x| < 3.
Неравенство 1) имеет множество решений (–1; 1), неравенство 2) имеет множество решений (–3; –2)
[image: image381.wmf]È

(2; 3), следовательно, исходное неравенство имеет множество решений (–3; –2)
[image: image382.wmf]È

(–1; 1)
[image: image383.wmf]È

(2; 3). 

Ответ. (–3; –2)
[image: image384.wmf]È

(–1; 1)
[image: image385.wmf]È

(2; 3).
Промежуточный контроль. С–12*, С–13*. 

Дополнения к главе 1

1. Доказательство числовых неравенств
В данном пункте сначала приведены известные ещё из курса 8 класса пять свойств числовых неравенств, которые в дальнейшем будут применяться при доказательстве других числовых неравенств. Далее приведено много примеров доказательств числовых неравенств, в том числе доказательство неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим двух положительных чисел, доказательство неравенства 
[image: image386.wmf]2
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 (для x > 0). 
Следует предостеречь учащихся от ошибочных доказательств, например, от такого «доказательства»:
«Докажем, что для любых чисел a и b справедливо неравенство 
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(1)
Из неравенства (1) следует неравенство 
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Из неравенства (2) следует неравенство 
[image: image389.wmf],
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 которое можно переписать в виде 


[image: image390.wmf].
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(3)
Так как неравенство (3) очевидно справедливо (квадрат числа неотрицателен), то справедливо и неравенство (1)».
Ученики обычно удивляются, что приведенное «доказательство» доказатель​ством неравенства (1) не является. На самом деле доказано, что из справедливости неравенства (1) следует справедливость неравенства (3), но ведь не требовалось доказать, что (a – b)2 
[image: image391.wmf]³

 0.
Приведенное рассуждение всего лишь «анализ», помогающий найти путь доказательства. Настоящее доказательство требует проведения рассуждений в обратном порядке: рассмотрим неравенство, справедливое для любых чисел a и b: 


(a – b)2 
[image: image392.wmf]³

 0,
применим формулу квадрата разности 


a2 – 2ab + b2 [image: image393.wmf]³

 0 

в полученном верном неравенстве прибавим к каждой части число 2ab, получим новое верное неравенство:


a2 + b2 
[image: image394.wmf]³

 2ab. 

Разделив обе части неравенства на положительное число 2, получим верное неравенство 



[image: image395.wmf]ab
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что и требовалось доказать.

Доказательство может содержать приведенные выше шаги: 



[image: image396.wmf]ab
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(4)

a2 + b2 
[image: image397.wmf]³

 2ab, 


a2 – 2ab + b2 [image: image398.wmf]³

 0, 


(a – b)2 
[image: image399.wmf]³

 0,
(5)

но тогда оно должно заканчивается фразой «рассуждая в обратном порядке, из справедливости неравенства (5) получим справедливость неравенства (4), что и требовалось доказать». 

Дополнение 1 обязательно изучается в классах с углублённым изучением математики, но и в обычном классе было бы полезно показать учащимся доказательства нескольких неравенств.

Как отмечено в учебнике, не существует общего метода доказательства неравенств. Поэтому при доказательстве каждого данного неравенства нужно сделать несколько попыток доказательств разными способами и в конце концов выбрать то доказательство, справедливость которого не вызывает сомнений. При этом иногда помогает «анализ» возможного доказательства, как в приведённом выше примере.
Решения и комментарии

Доказываем. Докажите неравенство (185–188), где a, b, c — действительные числа:

185(170). в) a3 + b3 
[image: image400.wmf]³

 a2b + ab2 (a + b 
[image: image401.wmf]³

 0); 
г) 
[image: image402.wmf]2
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 (a < 0). 
Доказательство. Приведём доказательство неравенства в), не проводя «анализ».

в) Рассмотрим разность A = a3 + b3 – (a2b + ab2). Так как A = a3 – a2b + b3 – ab2 = = a2(a – b)  – b2(a – b) = (a – b)(a2 – b2) = (a – b)2(a + b), то, учитывая, что 
(a – b)2 
[image: image403.wmf]³

 0 для любогоя любых a и b, и по условию a + b 
[image: image404.wmf]³

 0, получим, что A 
[image: image405.wmf]³

 0. Следовательно, доказано неравенство a3 + b3 – (a2b + ab2) 
[image: image406.wmf]³

 0.
Прибавляя к обеим частям этого неравенства число a2b + ab2, получим, что справедливо неравенство 

a3 + b3 
[image: image407.wmf]³

 a2b + ab2, 

что и требовалось доказать.

Замечание. Выше записано доказательство неравенства в) так, как его можно было бы обсуждать с учащимися. Записать доказательство неравенства в тетрадях можно короче:

Сначала проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства в). Из неравенства

a3 + b3 
[image: image408.wmf]³

 a2b + ab2
(1)
следует неравенство 

a3 – a2b + b3 – ab2 
[image: image409.wmf]³

 0,
которое можно переписать в виде

(a – b)2(a + b) 
[image: image410.wmf]³

 0.
(2)

Анализ закончен. Перейдём к доказательству. Так как (a – b)2 
[image: image411.wmf]³

 0 и a + b 
[image: image412.wmf]³

 0, то для любых таких a и b справедливо неравенство (2). Рассуждая в обратном порядке, из справедливости неравенства (2), получим справедливость неравенства (1), что и требовалось доказать.

г) Сначала проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства. 

Перенеся все члены неравенства в левую часть, получим неравенство
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(1)
Приведя дроби к общему знаменателю, получим неравенство
 

[image: image414.wmf]0
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(2)
Применяя формулу квадрата суммы двух чисел, получим неравенство



[image: image415.wmf]0
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(3)

Анализ закончен. Перейдём к доказательству. Рассуждем в обратном порядке. Так как (a + 1)2 
[image: image416.wmf]³

 0 для любого числа a и по условию a < 0, то для a < 0 справедливо неравенство (3). 

Применяя формулу квадрата суммы двух чисел, получим, что справедливо  неравенство (2).

Так как как a 
[image: image417.wmf]¹

 0, то, разделив члены многочлена a2 + 2a + 1 на a, получим, что справедливо неравенство (1).

Прибавляя к обеим частям этого неравенства число –2, получим, что справедливо неравенство г), что и требовалось доказать.
Замечание. Неравенство г) можно доказать, ссылаясь на ранее доказанное неравенство 
[image: image418.wmf]2
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 (b > 0).

Умножив неравенство 
[image: image419.wmf]2
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 (b > 0) на отрицательное число –1, получим, что справедливо неравенство 
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 (b > 0). Обозначая a = –b, перепишем полученное неравенство в виде 
[image: image421.wmf]2
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 (a < 0), что и требовалось доказать. 
186(171). а) 
[image: image422.wmf]b
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 (a > 0, b > 0); 
г) 2a2 + b2 + c2 
[image: image423.wmf]³

 2a(b + c). 

Доказательство. а) Проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства. Перенесём все члены неравенства в левую часть, приведём дроби к общему знаменателю, вынесем в числителе дроби общий множитель за скобки и применим формулу квадрата разности:
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Анализ закончен. Перейдём к доказательству. При условиях a > 0 и b > 0 неравенство (2) справедливо, так как 
[image: image429.wmf]ab

 > 0, a + b > 0 и 
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 0. Рассуждая в обратном порядке, получим, что при условиях a > 0 и b > 0 из справедливости неравенства (2) следует справедливость неравенства (1), что и требовалось доказать.
г) Проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства. Перенесём все члены неравенства в левую часть, раскроем скобки и применим формулу квадрата разности:


2a2 + b2 + c2 
[image: image432.wmf]³

 2a(b + c),
(1)


2a2 + b2 + c2 – 2a(b + c) 
[image: image433.wmf]³

 0,


2a2 + b2 + c2 – 2ab – 2ac 
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 0,


(a – b)2 + (a – c)2 
[image: image435.wmf]³

 0.
(2)
Неравенство (2) справедливо, так как (a – b)2 
[image: image436.wmf]³

 0 и (a – c)2 
[image: image437.wmf]³

 0. Рассуждая в обратном порядке, получим, что из справедливости неравенства (2) следует справедливость неравенства (1), что и требовалось доказать.
187(172). а) a2 + b2 + c2 
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 ab + ac + bc; 
б) 
[image: image439.wmf]c

b

a

a

bc

b

ac

c

ab

+

+

³

+

+

;

в) 
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г) 
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Доказательство. а) Проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства. Перенесём все члены неравенства в левую часть, умножим обе части неравенства на 2 и применим формулу квадрата разности:


a2 + b2 + c2 
[image: image442.wmf]³

 ab + ac + bc, 
(1)

a2 + b2 + c2 – ab – ac – bc 
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 0,


2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab – 2ac – 2bc 
[image: image444.wmf]³

 0,


(a – b)2 + (b – c)2 + (a – c)2 
[image: image445.wmf]³

 0.
(2)
Анализ закончен. Перейдём к доказательству. Неравенство (2) справедливо для любых a, b и c, так как (a – b)2 
[image: image446.wmf]³

 0, (b – c)2 
[image: image447.wmf]³

 0 и (a – c)2 
[image: image448.wmf]³

 0. Рассуждая в обратном порядке, получим, что из справедливости неравенства (2) следует справедливость неравенства (1), что и требовалось доказать.
б) Проведём «анализ», помогающий найти доказательство неравенства. Умножим доказываемое неравенство на положительное число 2abc:
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(1)


2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 
[image: image450.wmf]³

 2a2bc + 2ab2c + 2abc2.

Перенесём все члены неравенства в левую часть, и применим формулу квадрата разности:


(ab  – ac)2 + (ab  – bc)2 + (ac  – bc)2 
[image: image451.wmf]³

 0.
(2)
Анализ закончен. Перейдём к доказательству. Неравенство (2) справедливо, так как (ab  – ac)2 
[image: image452.wmf]³

 0, (ab  – bc)2 
[image: image453.wmf]³

 0, (ac  – bc)2 
[image: image454.wmf]³

 0. Рассуждая в обратном порядке, получим, что из справедливости неравенства (2) следует справедливость неравенства (1), что и требовалось доказать.
в) Рассмотрим A = (a + b)2. Применяя формулу квадрата суммы, имеем:

A = (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
[image: image455.wmf]£

 a2 + b2 + 2|a||b|.
Применяя неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим двух неотрицательных чисел, получим, что 
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откуда следует, что 

A 
[image: image457.wmf]£

 2(a2 + b2).
Так как a2 + b2 = 1, то получаем, что справедливо неравенство (a + b)2 
[image: image458.wmf]£

 2. Перепишем это неравенство в виде 

|a + b|2 – 
[image: image459.wmf](
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 0.
Применяя формулу разности квадратов перепишем это неравенство в виде


(|a + b| – 
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)(|a + b| + 
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Так как для любых a и b имеем |a + b| + 
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 > 0, то из справедливости неравенства (1) следует, что 


|a + b| – 
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 0.

Последнее неравенство можно пререписать в виде


|a + b| 
[image: image469.wmf]£
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Или, используя определение абсолютной величины числа, в виде

–
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 a + b 
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что и требовалось доказать.
г) Из неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим следует, что если a > 0, то для положительных чисел 
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 справедливы соотношения: 
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188(н). а) |a + b| 
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 |a| + |b|; 
б) |a – b| 
[image: image480.wmf]£

 |a| + |b|;

в) ||a| – |b|| 
[image: image481.wmf]£

 |a – b|. 

Доказательство. а) Докажем справедливость неравенства в каждом из рассмотренных ниже случаев.

Если a 
[image: image482.wmf]³

 0 и b 
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 0, то a + b 
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 0, поэтому |a + b| = a + b = |a| + |b|.

Если a 
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 0 и b 
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 0, то a + b 
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 0, поэтому |a + b| = –(a + b) = –(–(|a| + |b|)) = |a| + |b|.
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то |a + b| = ||a| – |b|| = |a| – |b| 
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 |a| + |b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то |a + b| = ||a| – |b|| = ||b| – |a|| = |b| – |a| 
[image: image495.wmf]£

 |a| + |b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то |a + b| = |–|a| + |b|| = ||a| – |b|| = |a| – |b| 
[image: image499.wmf]£

 |a| + |b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то |a + b| = |–|a| + |b|| 
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 ||b| – |a|| = |b| – |a| 
[image: image504.wmf]£

 |a| + |b|. 

Таким образом, во всех рассмотренных случаях доказываемое неравенство справедливо.

б) Из неравенства, доказанного в задании 188 (а), следует, что 


|a – b| = |a + (–b)| 
[image: image505.wmf]£

 |a| + |–b| = |a| + |b|,
что и требовалось доказать.

в) Докажем справедливость неравенства в каждом из рассмотренных ниже случаев.

Если a 
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 0 и b 
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 0, то ||a| – |b|| = |a – b|.

Если a 
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 0 и b 
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 0, то ||a| – |b|| = |–a + b| = |a – b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
[image: image512.wmf]³

 |b|, то ||a| – |b|| = |a| – |b| 
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 ||a| + |b|| = |a – b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то ||a| – |b|| = ||b| – |a|| = |b| – |a| 
[image: image517.wmf]£

 |b| + |a| = 
= ||b| + |a|| = |–b + a| = |a – b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то ||a| – |b|| = |a| – |b| 
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 |a| + |b| = ||a| + |b|| =
= |–a + b| = |a – b|. 
Если a 
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 0 и b 
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 0 и |a| 
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 |b|, то ||a| – |b|| = ||b| – |a|| = |b| – |a| 
[image: image525.wmf]£

 |a| + |b| = 
= ||a| + |b|| = |–a + b| = |a – b|. 
Таким образом, во всех рассмотренных случаях доказываемое неравенство справедливо.
189(174). а) Докажите, что сумма кубов катетов прямоугольного треугольника меньше куба гипотенузы. 

б) an < bn, если n — натуральное число и 0 < a < b.

Доказательство. а) Для катетов а, b и гипотенузы c прямоугольного треугольника верно равенство a2 + b2 = с2. Умножив обе части этого равенства на с, получим новое верное равенство a2с + b2с = с3, в котором заменим слагаемые a2с и b2с на меньшие слагаемые a3 и b3 соответственно. Левая часть равенства уменьшится, и мы получим верное неравенство a3 + b3 < с3, что и требовалось доказать.

б) I способ. Так как bn – an = (b – a)(bn – 1 + bn – 2a + … + ban – 2 + ban – 1 + an – 1) и 
0 < a < b, то отсюда следует, что справедливо неравенство bn – an > 0. Прибавляя к обеим частям последнего неравенства число an, получим, что справедливо неравенство bn > an, что и требовалось доказать.
II способ. Докажем неравенство при помощи свойства 3 умножения одноимённых неравенств с положительными членами: если 0 < a < b и 0 < c < d, то ac < bd.

Умножив два одноимённых неравенства с положительными членами a < b и 
a < b, получим a2 < b2. Умножив неравенство a2 < b2 на a < b, получим неравенство a3 < b3. Умножив неравенство a3 < b3 на a < b, получим неравенство a4 < b4 и т. д. Выполнив n – 1 раз операцию умножения, получим an < bn, что и требовалось доказать.
Замечание. Здесь проведено доказательство неравенства для некоторого конкретного натурального числа n. Доказательство справедливости этого неравенства для любого натурального числа n будет приведено позже с помощью метода математической индукции.
191(175). Задача Евклида (III в). Докажите, что если а — наибольшее из четырёх положительных чисел а, b, c и d и 
[image: image526.wmf]d

c

b

a

=

, то справедливо неравенство a + d > 
> b + c.
Доказательство. Так как по условию задачи a > c, то из верного равенства 
a = c
[image: image527.wmf]d

b

×

 следует, что 
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 > 1, откуда получаем, что b > d. Аналогично показывается, что из верного равенства a = b
[image: image529.wmf]d
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 следует, что с > d. 

Умножим обе части верного числового неравенства b > d на положительное число с – d, получим верное неравенство b(с – d) > d(с – d), которое перепишем в виде bс + d2 > dс + bd. Заменим в этом последнем неравенстве произведение bс равным ему произведением аd, получим неравенство:

аd + d2 > dс + bd.

Разделим обе части этого верного неравенства на положительное число d и получим верное неравенство


а + d > с + b,

что и требовалось доказать.
Замечание. Во времена Евклида многие факты в математике доказывались геометрическим способом. Приведем изящное геометрическое доказательство [image: image562.png]


того же неравенства.

На отрезке AD, длина которого равна a + d, отметим точку М так, чтобы AM = a, DM = d. Построим окружность на отрезке AD как на диаметре (рис. 33). Так как a > d, то центр O окружности принадлежит отрезку AM. Так как a > b, то, построив новую окружность с центром M и радиусом b, получим точку B на окружности, BM = b. На пересечении прямой BM с первой окружностью получим точку С. Из теоремы о пересекающихся хордах следует, что ad = b(MC, а из условия задачи следует, что ad = bc, поэтому MC = c. 
Рис. 33
Так как длина хорды, не проходящей через центр окружности, меньше её диаметра, то AD > BC, т. е. a + d > b + c, что и требовалось доказать. 

Промежуточный контроль. К–2.

2. Производные линейной и квадратичной функций
В данном пункте изучается материал, который нужно изучать только в классах с углублённым изучением математики, если это требуется для изучения физики.

На конкретных примерах вводятся понятия средней скорости, мгновенной скорости. Понятие производной вводится с опорой на интуитивное представление о пределе функции, производные вычисляются по определению для линейной и квадратичной функции. Вводится понятие первообразной функции для линейной функции. 
3. Исторические сведения

В данном пункте рассказана история возникновения понятий равенства и неравенства чисел, применения знаков равенства и неравенства.
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� Здесь и далее при несовпадении номеров заданий в разных изданиях учебника сначала указаны номера по новому изданию 2012 г., а в скобках номера тех же заданий по предыдущим изданиям.


� Буквой (н) отмечены номера новых пунктов.


� Буквой (н) отмечены номера новых заданий.


� Далее вместо слов «корни многочлена, записанного в левой части неравенства» будем писать коротко: «корни многочлена».
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