Глава 4. Тригонометрические формулы

В этой главе изучаются формулы для синусов, косинусов, тангенсов и котангенсов любых углов. Сначала обобщается известное из геометрии понятие угла, вводятся градусная и радианная меры угла, даётся определение синуса, косинуса, тангенса и котангенса произвольного угла; изучаются их основные свойства.

В дополнении приводятся формулы для синусов и косинусов суммы и разности двух углов и формулы для суммы, разности и произведения синусов и косинусов.

Цель изучения главы 4: понять, что такое угол в тригонометрии, что такое синус, косинус, тангенс и котангенс любого угла.

Следует отметить, что материал этой главы перенесён из 9 класса в 10 класс и не входит в итоговый контроль (ГИА), но по традиции он изучается в классах с углублённым изучением математики.

Авторы считают, что даже беглое изучение этого материала в обычных классах расширит кругозор учащихся, даст им пример «другой» алгебры, в которой скобки в выражении sin (x + y) «раскрываются» совсем не так, как кажется некоторым учащимся. Кроме того, такое предварительное изучение тригонометрии позволит повысить эффективность её изучения в 10 классе.

§ 9(8). Угол и его мера 

Основная цель изучения девятого параграфа — усвоить понятие угла — как поворота подвижного вектора, освоить градусную и радианную меры любого угла, научиться переводить величины углов из однй меры в другую. В этом параграфе сначала вводится понятие угла поворота, затем изучаются его градусная и радианная меры.
9.1(8.1). Понятие угла
9.2.(8.2) Градусная мера угла 
В пункте 9.1 вводятся понятия подвижного вектора, полного оборота, положительных и отрицательных углов, нулевого угла. Если в геометрии рассматривались неотрицательные углы меньшие развёрнутого, то теперь рассматриваются также углы большие развёрнутого и отрицательные.

В пункте 9.2 вводится понятие градусной меры угла. Говорят, что градусная мера угла равна 1 градусу (1°), если подвижный угол совершил поворот, равный 
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 полного оборота. Утверждается, что для любого действительного числа 
[image: image2.wmf]a

 существует, и притом единственный угол, градусная мера которого равна этому числу 
[image: image3.wmf]a

.
Далее приведены примеры построения углов, имеющих ту или иную градусную меру. Здесь удобно использовать окружность единичного радиуса, которая в п. 9.3 будет названа единичной окружностью. Учащимся надо показать приём построения «табличных» углов (30°, 45°, 60°, 90°) и связанных с ними углов без транспортира, что позволит в дальнейшем быстрее находить значения синусов, косинусов, тангенсов и котангенсов углов, сводимых к их значениям для «табличных» углов. 
Покажем, как это можно сделать. Учащиеся должны сначала научиться отмечать на единичной окружности точки, соответствующие:

а) углам 0°, 90°, 180°, 270° (точки лежат на пересечении осей координат с единичной окружностью) (рис. 41, а);
б) углам 45°, 135°, 225°, 315° (точки лежат на пересечении биссектрис координатных углов с единичной окружностью) (рис. 41, б);

в) углам 30°, 150°, 210°, 330° (точки лежат на пересечении прямых y = 
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 и y = –
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 с единичной окружностью) (рис. 41, в);
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г) углам 60°, 120°, 240°, 300° (точки лежат на пересечении прямых x = 
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 и x = –
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 с единичной окружностью) (рис. 41, г).

Рис. 41
Умея строить указанные точки, легко построить соответствующие им углы и тем самым выполнить задание 526. При этом нужно отметить требуемые углы дугами (как на рисунках в учебнике) или, обозначив построенные точки буквами, сделать поясняющие записи в виде 
[image: image8.wmf]Ð

AOB = 90° (рис. 41, а). 
Чтобы обосновать, что точка B, изображенная на рисунке 41 (в) соответствует углу 30°, достаточно опустить из этой точки перпендикуляр ВС на ось Ox (рис. 41, д). Тогда в прямоугольном треугольнике BOC катет ВС равен половине гипотенузы ОB, поэтому угол СOB, лежащий против этого катета, равен 30°. Аналогично даётся обоснование для рисунка 41 (г).
Решения и комментарии

527(773). Укажите несколько положительных и отрицательных углов, образованных такими поворотами, при каждом из которых угол между начальным и конечным положением подвижного вектора равен 30°, –45°, 60°, –90°.
Решение. 1) 30°, 30° + 360° = 390°, 30° – 360° = –330°, 30° + 360°
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×

 = 750°, 
30° – 360°
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×

 = –690°.
2) –45°, –45° + 360° = 315°, –45° – 360° = –405°, –45° + 360°
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×

 = 675°, 
–45° – 360°
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×

 = –765°.
3) 60°, 60° + 360° = 420°, 60° – 360° = –300°, 60° + 360°
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×

 = 780°, 
60° – 360°
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×

 = –660°.
4) –90°, –90° + 360° = 270°, –90° – 360° = –450°, –90° + 360°
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×

 = 630°, 
–90° – 360°
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 = –810°.
528(774). Укажите наименьший по абсолютной величине угол среди данных углов:
д) 400° + 360°
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, где п 
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 Z;
е) –700° + 360°
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, где п 
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 Z.
Решение. д) При n = –1 имеем 400° + 360°
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 = 40°. При увеличении или уменьшении числа n абсолютная величина угла увеличивается.
е) При n = 2 имеем –700° + 360°
[image: image22.wmf]n

×

 = 20°. При увеличении или уменьшении числа n абсолютная величина угла увеличивается.
529(775). Представьте следующие углы в виде 
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 + 3600(n, где 00 
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 < 3600, 
n — некоторое целое число: 
в) 6000; 
г) –9000.

Решение. в) 6000 = 2400 + 3600(1; 
г) –9000 = 1800 + 3600((–3).
9.3. Радианная мера угла

В данном пункте вводится понятие радианной меры угла. Говорят, что радианная мера угла равна 1 радиану, если подвижный угол совершил такой поворот, что его конечная точка при дижении по окружности описала дугу, длина которой равна радиусу окружности. Утверждается, что для любого действительного числа 
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 существует, и притом единственный угол, радианая мера которого равна этому числу 
[image: image27.wmf]a

.
Далее приведены примеры построения углов, имеющих ту или иную радианную меру. Наконец, выясняется связь между градусами и радианами.
При изучении данной темы обычно наблюдается недопонимание учащимися необходимости выражать радианную меру угла через число 
[image: image28.wmf]p

. Чтобы снять всякие сомнения на этот счёт, можно провести такое рассуждение.

Отметим на единичной окружности точки, соответствующие углам в 1, 2, 3, 4, 5, 6 радиан. Для этого надо откладывать от точки А в направлении против часовой стрелки на окружности 1, 2, 3, 4, 5, 6 раз дугу, длина которой равна радиусу окружности. Так как длина окружности радиуса 1 равна 2
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 6,28, то полный оборот содержит больше 6 радиан (рис. 42, а). 
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Рис. 42
Если продолжить откладывание в том же направлении на этой окружности дуг длиной в 1 радиус, то возникает иллюзия, что через некоторое (возможно большое) число шагов новое деление на окружности, соответствующее углу в некоторое число радиан, совпадет с каким-нибудь из отмеченных ранее делений. Однако этого не произойдет, как бы долго мы не продолжали откладывать в том же направлении эти дуги. Докажем это методом от противного.
Предположим, что на n-м шаге мы отметили на окружности точку N, соответ​ствующую углу в n радиан, n — натуральное число, (рис. 42, б). Затем продолжили откладывание в том же направлении дуг длиной в 1 радиус и на каком-то шаге обнаружили, что точка, соответствующая углу в m радиан, совпала c уже отмеченной точкой N. Для этого пришлось сделать k (k 
[image: image31.wmf]¹

 0) полных оборотов. Тогда справедливо равенство m – n = 2k
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, k 
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 N, из которого следует, что 
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Получено противоречие: число 
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, оказалось равным обыкновенной дроби. Но, как известно, число 
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 — иррациональное число, т. е. оно не может быть равным обыкновенной дроби. Следовательно, предположение, что на каком-то шаге новое деление, соответствующее углу в m радиан, совпадет со старым делением, соответствующим углу в n радиан (m и n — натурального числа), неверно. Такое рассуждение можно провести при решении задания 555.
Замечание. В приведенном рассуждении мы нигде не пользовались тем, что m и n — натурального числа, т. е. если точка N получена при откладывании p раз 
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 части дуги в 1 радиан, то она не может совпасть ни с какой другой точкой, полученной при откладывании r раз 
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 части дуги в 1 радиан, (
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, где p, q, r, s — натурального числа). 
Теперь становится ясным, что при использовании радианной меры без числа 
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 и его долей обойтись невозможно. На рисунке 42 (в) показаны точки, которые на рисунке 41 (а) соответствовали углам в 00, 900, 1800, 2700. Теперь они соответству​ют углам в 
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 радиан. Запоминанию этих углов (и следующих за ними) помогает «считалочка»: показывая точки на окружности, говорим: «раз пи на два, два пи на два, три пи на два, …». Аналогичный прием помогает при поиске точек, соответствующих углам в 
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Теперь, установив равенство: 
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 радиан = 1800 и разделив его сначала на 
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, потом на 180, получим соотношения, которые надо запомнить: 

1 радиан = 
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;       
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 радиан = 10.

С их помощью можно переводить градусную меру в радианную и обратно. Например, 
1350 = 135(10 = 135(
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 радиан = 
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 радиан; 

[image: image58.wmf]6

5

p

 радиан = 
[image: image59.wmf]6

5

p

(1 радиан = 
[image: image60.wmf]6

5

p

(
[image: image61.wmf]0

180

p

= 1500. 
В этих равенствах слово «радиан» обычно опускают и пишут коротко: 
1350 = 
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Решения и комментарии
532(778). Выразите в радианах величину угла, градусная мера которого равна:

а) 360°, 180°, 90°, 270°, 0°;
б) 60°, 120°, 240°, 300°.
Решение. а) 360° = 2
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, 180° = 
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, 90° = 
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, 0° = 0;

б) 60° = 
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533(779). Выразите в градусах величину угла, радианная мера которого равна:
б) 
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г) 
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Решение. б) 
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г) 
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Промежуточный контроль. С–21*, С–22*. 
§ 10(9). Синус, косинус, тангенс и котангенс угла
Основная цель изучения десятого параграфа — овладеть понятиями синуса, косинуса, тангенса и котангенса угла, изучить из свойства и научиться применять их. Сначала определяются синус и косинус угла и изучаются их свойства, потом определяются тангенс и котангенс угла и также изучаются их свойства.

Желательно, чтобы эти понятия и свойства освоили все учащиеся, так как этот материал будет в дальнейшем использоваться ими при обучении в старшей школе.
10.1 Определение синуса и косинуса угла

В данном пункте вводится единичная окружность, на ней отмечают точку, соответствующуя углу 
[image: image91.wmf]a

, коротко: точку 
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. Тогда ординату точки 
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 называют синусом угла 
[image: image94.wmf]a

, а абсциссу — косинусом угла 
[image: image95.wmf]a

. Эти определения нужно мотивировать, связав их с известными учащимся из курса геометрии определениями синуса и косинуса угла, не превосходящего развернутого.
Из определения синуса и косинуса угла можно сделать выводы:

а) для любого угла 
[image: image96.wmf]a

 существует sin 
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, притом единственный;

б) для любого угла 
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 существует cos 
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, притом единственный.
[image: image842.wmf]a

Далее приведены примеры вычисления синусов и косинусов углов, приведена таблица значений синуса и косинуса «табличных» углов первой четверти. Эти значения учащиеся должны выучить, опираясь на рисунок 42. 
Рис. 42  

Если учащиеся выучат эти значения, то, с учётом знаков синуса и косинуса, они будут легко находить значения синуса и косинуся для углов, связанных с точками, отмеченными на рисунках 41 (а – г).
Решения и комментарии
554(800). Верно ли равенство:

а) sin 
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 = –sin 
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б) cos 
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Решение. а) sin 
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 — это ордината точки B единичной окружности, а sin 
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 — это орди​ната точки A единичной окружности (рис. 43, а), равенство верно, так как ординаты отличаются только знаком.
Рис. 43
б) cos 
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 — это абсцисса точки B единичной окружности, а cos 
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 — это абсцисса точки A единичной окружности (рис. 43, б), равенство верно, так как абсциссы равны.

556(802). Определите знак числа: а) sin 4; б) cos 
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Решение. а) Так как 
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 < 4 < 
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, то точка 4 принадлежит третьей четверти, поэтому sin 4 < 0; 

б) Так как 
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, то точка 
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 принадлежит второй четверти, поэтому cos 
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557(803). Выполняется ои равенство cos 
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 = sin 
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 при каком-нибудь 
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? Проиллюстрируйте своё решение на рисунке.
Решение. Рассмотрим точки 
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 и 
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 единичной окружности, лежащие на биссектрисе I и III четвертей (рис. 44). Координаты точки 
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 равны, поэтому верно [image: image844.png]


равенство cos 
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 = sin 
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, координаты точки 
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 равны, поэтому верно равенство cos 
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 = sin 
[image: image126.wmf]b

.

Все углы 
[image: image127.wmf]a

 можно задать формулой 

[image: image128.wmf]a

 = 
[image: image129.wmf]4

p

 + 2
[image: image130.wmf]k

p

, где k — целое число.
Все углы 
[image: image131.wmf]b

 можно задать формулой


[image: image132.wmf]b

 = 
[image: image133.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image134.wmf]k

p

, где k — целое число.
Рис. 44
Все углы 
[image: image135.wmf]a

 и 
[image: image136.wmf]b

 можно задать формулой 
[image: image137.wmf]a

 = 
[image: image138.wmf]4

p

 + 
[image: image139.wmf]k

p

, где k — целое число.
559(805). Что больше:

а) sin 40° или sin 
[image: image140.wmf]4

p

; 
б) cos 
[image: image141.wmf]3

p

 или cos 60°; 
ж) sin (–300°) или cos 120°;
з) cos 
[image: image142.wmf]4

13

p

 или sin 
[image: image143.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ
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p

? 
Решение. а) Углы 40° и 
[image: image144.wmf]4

p

 принадлежат I четверти, где с увеличением угла синус увеличивается. Так как 40° < 45° = 
[image: image145.wmf]4

p

, то sin 40° < sin 
[image: image146.wmf]4

p

.
б) Углы 
[image: image147.wmf]3

p

 и 60° равны, поэтому cos 
[image: image148.wmf]3

p

 = cos 60°. 
ж) Так как на единичной окружности точки –300° и –300° + 360° = 60° совпа​дают, то sin (–300°) = sin 60° > 0, а cos 120° < 0, поэтому sin (–300°) > cos 120°.
з) Так как на единичной окружности точки 
[image: image149.wmf]4

13

p

 и 
[image: image150.wmf]4

13

p

 – 
[image: image151.wmf]p

2

 = 
[image: image152.wmf]4

5

p

 совпадают, то cos 
[image: image153.wmf]4
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 = cos 
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 = –
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, sin 
[image: image156.wmf]÷
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[image: image157.wmf]2
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> –1, поэтому cos 
[image: image158.wmf]4
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 > 
> sin 
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. 
Промежуточный контроль. С–23*.

10.2. Основные формулы для sinα и cosα
В данном пункте с опорой на ранее изученные факты — уравнение окружности, свойства координат точек единичной окружности, симметричных относительно оси Ox, относительно начала координат — доказаны основное тригонометрическое тождество 


sin2 
[image: image160.wmf]a

 + cos2 
[image: image161.wmf]a

 = 1 
(1)

и формулы 


sin (–
[image: image162.wmf]a

) = –sin 
[image: image163.wmf]a

,
(2)


cos (–
[image: image164.wmf]a

) = cos 
[image: image165.wmf]a

,
(3)


sin (
[image: image166.wmf]a

 + 2
[image: image167.wmf]π

k) = sin 
[image: image168.wmf]a

, k 
[image: image169.wmf]Î

 Z,
(4)


cos (
[image: image170.wmf]a

 + 2
[image: image171.wmf]π

k) = cos 
[image: image172.wmf]a

, k 
[image: image173.wmf]Î

 Z,
(5)


sin (
[image: image174.wmf]π

 + 
[image: image175.wmf]a

) = –sin 
[image: image176.wmf]a

,
(6)


cos (
[image: image177.wmf]π

+
[image: image178.wmf]a

) = –cos 
[image: image179.wmf]a

.
(7)

Некоторые другие формулы, например, sin (
[image: image180.wmf]π

 – 
[image: image181.wmf]a

) = sin 
[image: image182.wmf]a

, cos (
[image: image183.wmf]π

 – 
[image: image184.wmf]a

) =
= –cos 
[image: image185.wmf]a

, могут быть доказаны как следствия формул (2) – (7) (задание 586).
Например, 

sin (
[image: image186.wmf]π

 – 
[image: image187.wmf]a

) = sin (
[image: image188.wmf]π

+ (–
[image: image189.wmf]a

)) = –sin(–
[image: image190.wmf]a

) = sin 
[image: image191.wmf]a

.

Это умение проверяется в самостоятельной работе С–24. Кроме того, там проверяется умение школьников находить значения одной из заданных функций (sin 
[image: image192.wmf]a

 или cos 
[image: image193.wmf]a

) по заданному значению другой и выполнять упрощения выражений с применением формул (1) – (7). 

Решения и комментарии

568(814). Существует ли такой угол 
[image: image194.wmf]a

, для которого:

а) sin 
[image: image195.wmf]a

 = –1, cos 
[image: image196.wmf]a

 = 
[image: image197.wmf]5

4

;
в) sin 
[image: image198.wmf]a

 = 
[image: image199.wmf]5

3

, cos 
[image: image200.wmf]a

 = 
[image: image201.wmf]5

4

;

Решение. а) Так как sin2 
[image: image202.wmf]a

 + cos2 
[image: image203.wmf]a

 = 1 + 
[image: image204.wmf]25

16

 > 1, то такой угол 
[image: image205.wmf]a

 не существует.

в) Так как sin2 
[image: image206.wmf]a

 + cos2 
[image: image207.wmf]a

 = 
[image: image208.wmf]25

9

 + 
[image: image209.wmf]25

16

 = 1, то такой угол 
[image: image210.wmf]a

 существует.
569(815). Возможно ли равенство:

а) sin 
[image: image211.wmf]a

 = –
[image: image212.wmf]3

;
б) cos 
[image: image213.wmf]a

 = 
[image: image214.wmf]3

 – 1;

Решение. а) Так как |sin 
[image: image215.wmf]a

| = 
[image: image216.wmf]3

 > 1, то такое равенство не возможно.

б) Так как | cos 
[image: image217.wmf]a

| = 
[image: image218.wmf]3

 – 1 < 1, то такое равенство возможно.

570(816). а) Вычислите sin 
[image: image219.wmf]a

, если cos 
[image: image220.wmf]a

 = 
[image: image221.wmf]4

1

, 0 < 
[image: image222.wmf]a

 < 
[image: image223.wmf]2

p

.

Решение. Так как sin2 
[image: image224.wmf]a

 = 1 – cos2 
[image: image225.wmf]a

 = 1 – 
[image: image226.wmf]16

1

 = 
[image: image227.wmf]16

15

 и 0 < 
[image: image228.wmf]a

 < 
[image: image229.wmf]2

p

, то sin 
[image: image230.wmf]a

 > 0. Поэтому sin 
[image: image231.wmf]a

 = 
[image: image232.wmf]16

15

 = 
[image: image233.wmf]4

15

.

Замечание. При выполнении этого зания лучше избегать записи: sin 
[image: image234.wmf]a

 = 
= 
[image: image235.wmf]a

2

cos

1

-

±

, так как, имея опыт вычисления корней квадратного уравнения по формуле 
[image: image236.wmf]a

D

b

2

±

-

, учащиеся могут подумать, что имеется два значения sin 
[image: image237.wmf]a

, отвечающих условию задачи, а это не так.

577(823). Если 0 
[image: image238.wmf]£
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[image: image240.wmf]£

 
[image: image241.wmf]2

p

 и sin 
[image: image242.wmf]a

 = 1 + b, то какие значения может принимать b? Определите cos 
[image: image243.wmf]a

.

Решение. Так как 0 
[image: image244.wmf]£

 
[image: image245.wmf]a

 
[image: image246.wmf]£

 
[image: image247.wmf]2

p

, то 0 
[image: image248.wmf]£

 sin 
[image: image249.wmf]a

 
[image: image250.wmf]£

 1, то есть то 0 
[image: image251.wmf]£

 1 + b 
[image: image252.wmf]£

 1, откуда следует, что –1 
[image: image253.wmf]£

 b 
[image: image254.wmf]£

 0. Так как 0 
[image: image255.wmf]£
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p

, то cos 
[image: image259.wmf]a
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 0 и cos 
[image: image261.wmf]a

 = 
= 
[image: image262.wmf]a

2

sin

1
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 = 
[image: image263.wmf]2
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 = 
[image: image264.wmf]2
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.

582(828). Расположите в порядке возрастания числа: 
а) sin (–55°), sin 600°, sin 1295°.

Решение. Выразим синусы данных углов через синус углов из первой четверти:

sin (–55°) = –sin 55°,

sin 600° = sin (240° + 360°) = sin 240° = sin (180° + 60°) = –sin 60°, 

sin 1295° = sin (215° + 3(360°) = sin 215° = sin (180° + 35°) = –sin 35°.

Так как углы 55°, 60° и 35° принадлежат первой четверти, в которой большему углу соответствует больший синус, то sin 35° < sin 55° < sin 60°. 
Но тогда –sin 35° > –sin 55° > –sin 60°, поэтому sin 1295° > sin (–55°) > sin 600°.

583(829). Сравните: а) sin 91° и sin 92°.

Решение. 91° и 92° — углы второй четверти, в которой большему углу соответствует меньший синус. Так как 91° < 92°, то sin 91° > sin 92°.

584(830). Сравните: а) cos 101° и cos 157°.

Решение. 101° и 157° — углы второй четверти, в которой большему углу соответствует меньший косинус. Так как 101° < 157°, то cos 101° > cos 157°.

585(831). Сравните: а) cos 1,6
[image: image265.wmf]π

 и cos 1,68
[image: image266.wmf]π

.

Решение. 1,6
[image: image267.wmf]π

 и 1,68
[image: image268.wmf]π

 — углы четвертой четверти, в которой большему углу соответствует больший косинус. Так как 1,6
[image: image269.wmf]π

 < 1,68
[image: image270.wmf]π

, то cos 1,6
[image: image271.wmf]π

 < cos 1,68
[image: image272.wmf]π

.

Промежуточный контроль. С–24*.

10.3. Тангенс и котангенс угла

В данном пункте учебника вводятся понятия тангенса и котангенса угла 
[image: image273.wmf]a

 как отношения синусов и косинусов этого угла: 
[image: image274.wmf]a

a

a

cos

sin

tg

=

 и 
[image: image275.wmf]a

a

a

sin

cos

ctg

=

, выписываются углы 
[image: image276.wmf]a

, для каждого из которых не определён tg 
[image: image277.wmf]a

 или ctg 
[image: image278.wmf]a

. Подчёркивается, что для тех углов 
[image: image279.wmf]a

, для которых определён tg 
[image: image280.wmf]a

, он единственный; для тех углов 
[image: image281.wmf]a

, для которых определён ctg 
[image: image282.wmf]a

, он единственный.

Здесь, как и при введении синуса и косинуса угла, желательно начать с определений tg 
[image: image283.wmf]a

 и ctg 
[image: image284.wmf]a

 для острого угла прямоугольного треугольника, получить все «табличные» значения tg 
[image: image285.wmf]a

 и ctg 
[image: image286.wmf]a

 для острого угла 
[image: image287.wmf]a

. 

Если учащиеся выучат эти значения, то, с учётом знака тангенса и котангенса, они будут легко находить значения тангенса и котангенса для углов, связанных с точками, отмеченными на рисунках 41 (а – г).
С помощью определений тангенса и котангенса угла и свойств синуса и косинуса угла, доказаны основные свойства тангенса и котангенса угла:

tg 
[image: image288.wmf]a

(ctg 
[image: image289.wmf]a

 = 1, 
[image: image290.wmf]a

 
[image: image291.wmf]2

k

p

¹

, k 
[image: image292.wmf]Î

 Z,


tg (–
[image: image293.wmf]a

) = –tg 
[image: image294.wmf]a

, 


tg (
[image: image295.wmf]a

 + 
[image: image296.wmf]π

n) = tg 
[image: image297.wmf]a

, n 
[image: image298.wmf]Î

 Z,


ctg (–
[image: image299.wmf]a

) = ctg 
[image: image300.wmf]a

,


ctg (
[image: image301.wmf]a

 + 
[image: image302.wmf]π

n) = ctg 
[image: image303.wmf]a

, n 
[image: image304.wmf]Î

 Z. 

Свойства 

tg2 
[image: image305.wmf]a

 + 1 = 
[image: image306.wmf]a
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cos

1

, 
[image: image307.wmf]a
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p
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 + 
[image: image309.wmf]π

k, k 
[image: image310.wmf]Î

 Z,


ctg2 
[image: image311.wmf]a

 + 1 = 
[image: image312.wmf]a
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sin

1

, 
[image: image313.wmf]a

 
[image: image314.wmf]¹



 EMBED Equation.3  [image: image315.wmf]π

k, k 
[image: image316.wmf]Î

 Z
можно доказать при выполнении задания 598.
Желательно, чтобы материал этого пункта усвоили все учащиеся. 
Решения и комментарии 

597(845). а) Определите знак произведения:
tg 71° tg 139° tg 235° tg 304° tg (–393°) tg 1000°.
Решение. 

tg 71° > 0, так как 71°— угол первой четверти, где тангенс положительный;

tg 139° < 0, так как 139°— угол второй четверти, где тангенс отрицательный;

tg 235° = tg (235° – 180°) = tg 55° > 0, так как 55°— угол первой четверти, где тангенс положительный;
tg 304° = tg (304° – 180°) = tg 124° < 0, так как 124°— угол второй четверти, где тангенс отрицательный;

tg (–393°) = tg (–393° + 2 ( 180°) = tg (–33°) = –tg 33° < 0, так как 33°— угол первой четверти, где тангенс положительный;

tg 1000° = tg (100° + 5 ( 180°) = tg 100° < 0, так как 100°— угол второй четверти, где тангенс отрицательный.

Произведение содержит 4 отрицательных множителя, остальные положитель​ные, следовательно, произведение положительно.
599(847). Вычислите: в) sin 
[image: image317.wmf]a

, tg 
[image: image318.wmf]a

 и ctg 
[image: image319.wmf]a

, если 
[image: image320.wmf]π

 < 
[image: image321.wmf]a

 < 
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 и cos 
[image: image323.wmf]a

 = –0,6. 

Решение. Так как cos 
[image: image324.wmf]a

 = –0,6, то sin2 
[image: image325.wmf]a

 = 1 – cos2 
[image: image326.wmf]a

 = 1 – 0,36 = 0,64. 

Так как 
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 < 
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 < 0, поэтому sin 
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Замечание. Здесь также лучше избегать записи sin 
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 = 
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Упростите выражение (601 – 606): 
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605(853). а) 
[image: image358.wmf])

3

(

tg

)

2

(

ctg

)

2

(

cos

)

2

(

cos

)

(

sin

)

2

(

sin

a

p

a

p

a

p

p

a

p

a

a

p

-

-

-

-

-

-

. 

Решение. 
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606(854). а) 
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[image: image368.wmf]=

+

+

+

-

=

+

-

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

cos

sin

1

)

sin

cos

sin

)(cos

sin

(cos

cos

sin

1

sin

cos

2

2

3

3


= 
[image: image369.wmf]a

a

a

a

a

a

a

a

sin

cos

cos

sin

1

)

cos

sin

1

)(

sin

(cos

-

=

+

+

-

 .

Промежуточный контроль. С–25*, К–6. 

Дополнения к главе 4
1. Косинус разности и косинус суммы двух углов
2. Формулы для дополнительных углов

3. Синус суммы и синус разности двух углов
В трёх первых пунктах дополнения к главе 4 доказаны формулы синусов и косинусов разности и суммы двух углов. 

Отметим, что основной формулой, из которой получаются остальные, является формула cos (
[image: image370.wmf]a

 – 
[image: image371.wmf]b

) = cos 
[image: image372.wmf]a

 cos 
[image: image373.wmf]b

 + sin 
[image: image374.wmf]a

 sin 
[image: image375.wmf]b

. Она доказывается с помощью скалярного произведения векторов. Доказательство этой формулы достаточно сложное, его надо разобрать с классом и можно не требовать от учащихся его воспроизведения. Для доказательства формулы cos (
[image: image376.wmf]a

 + 
[image: image377.wmf]b

) достаточно выпол​нить преобразование cos (
[image: image378.wmf]a

 + 
[image: image379.wmf]b

) = cos (
[image: image380.wmf]a

 – (–
[image: image381.wmf]b

)), затем применить формулу косинуса разности двух углов и свойства синуса и косинуса.

Остановимся на способе запоминания этих двух формул:


cos (
[image: image382.wmf]a

 – 
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) = cos 
[image: image384.wmf]a

 cos 
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 + sin 
[image: image386.wmf]a

 sin 
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,
(1)


cos (
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) = cos 
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 – sin 
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,
(2)

Если обратить внимание учащихся на чередование функций
 в правых частях формул (1) и (2): «косинус-косинус, синус-синус», и на то, что знаки в левых и в правых частях этих формул различны, то это поможет запомнить формулы.
Забегая вперед, отметим, что на чередование функций можно будет опираться при запоминании формулы cos 2
[image: image394.wmf]a

 = cos2
[image: image395.wmf]a

 – sin2
[image: image396.wmf]a

, которая получится из формулы (2) заменой 
[image: image397.wmf]b

 на 
[image: image398.wmf]a

. 

Следствиями формул (1) и (2) являются формулы для дополнительных углов:
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, 
(4)

доказанные в п. 2. Они очень часто используются в дальнейшем.

В пункте 3 с использованием формул (3) и (4) доказаны формулы синуса суммы и синуса разности двух углов:


sin (
[image: image403.wmf]a

 – 
[image: image404.wmf]b

) = sin 
[image: image405.wmf]a

 cos 
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 – cos
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,


sin (
[image: image409.wmf]a

 + 
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) = sin 
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 cos 
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.
Если эти формулы записать так:


sin (
[image: image415.wmf]a

 – 
[image: image416.wmf]b

) = sin 
[image: image417.wmf]a

 cos 
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 – sin 
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cos
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,
(5)


sin (
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) = sin 
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 cos 
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,
(6)

то, обратив внимание учащихся на чередование функций в правых частях формул: «синус-косинус, синус-косинус» для формул (5) и (6), на то, что знаки в левых и правых частях в формулах (5) и (6) — одинаковы, мы облегчим запоминание этих формул.
Забегая вперед, отметим, что на чередование функций можно будет опираться при запоминании формулы sin 2
[image: image427.wmf]a

 = 2sin 
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 cos 
[image: image429.wmf]a

, которая получатся из формулы (6) заменой 
[image: image430.wmf]b

 на 
[image: image431.wmf]a

. 
Дополнительно к материалам учебника по дидактическим материалам можно изучить формулы приведения для синуса и косинуса (С–27).
Решения и комментарии 

608(856). а) Вычислите cos 150.

Решение. а) cos 15° = cos (45° – 30°) = cos 45°(cos 30° + sin 45°(sin 30° = 
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613(861). Доказываем. Докажите справедливость равенства: 
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Решение. 
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618(867). а) Вычислите cos 75° + cos 15°.

Решение. cos 75° + cos 15° = cos (45° + 30°) + cos (45° – 30°) =
= cos 45°(cos 30° – sin 45°(sin 30° + cos 45°(cos 30° + sin 45°(sin 30° =
= 2cos 45°(cos 30° = 2(
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619(868). Упростите выражение: 

а) cos (
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б) cos 
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Решение. а) cos (
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627(876). Приведите числовое выражение к виду синуса или косинуса положительного угла, не превышающего 45°: 
б) sin 70°;
в) cos 82°.
Решение. б) sin 70° = sin (90° – 20°) = cos 20°;

в) cos 82° = cos (90° – 8°) = sin 8°.

628(877). Приведите числовое выражение к виду синуса или косинуса положительного угла, не превышающего 
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635(884). Упростите выражение: 
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Решение. а) 
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Промежуточный контроль. С–26*, С–27*.

4. Сумма и разность синусов и косинусов

5. Формулы для двойных и половинных углов

6. Произведение синусов и косинусов
В трёх последних пунктах дополнения к главе 4 доказаны формулы суммы, разности и произведения синусов и косинусов, а также формулы для двойных и половинных углов.
В пункте 4 доказаны формулы 
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Для лучшего запоминания этих формул надо обратить внимание учащихся на то, что в левой части каждой из них стоят суммы или разности одноименных функций от 
[image: image556.wmf]a

 и 
[image: image557.wmf]b

, а справа — удвоенные произведения двух функций от полусуммы или полуразности этих углов. Воспроизводить эти формулы будет легче, если учащиеся запомнят идею их доказательства: надо сложить или вычесть sin (x + y) и sin (x – y) или cos (x + y) и cos (x – y). В первом случае получим чередование функций «синус-косинус» и при сложении, и при вычитании, а во втором случае получим чередование функций «косинус-косинус» при сложении и «синус-синус» при вычитании.

В правой части каждой из формул (1) – (4) знак между 
[image: image558.wmf]a

 и 
[image: image559.wmf]b

 в числителе первого аргумента совпадает со знаком между функциями в левой части формулы. Не рекомендуем правую часть формулы (4) писать без минуса: 2sin 
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. Учащиеся должны запомнить, что знак «–» в правой части формул (1) – (4) ставится только при вычитании косинусов.
В пункте 5 доказаны формулы 

sin 2
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cos 2
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Учащиеся должны обязательно знать идею доказательства формул (5) и (6) — в формулах для sin (
[image: image572.wmf]a

 + 
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) и cos (
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 + 
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) надо заменить 
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 на 
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, тогда, помня чередование функций для формул sin (
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) и cos (
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 + 
[image: image581.wmf]b

), они легко запомнят формулу (5): два раза «синус-косинус» и формулу (6): «косинус-косинус минус синус-синус».

Не рекомендуем формулы (7) и (8) писать в виде 
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так как учащиеся могут подумать, что для каждого 
[image: image586.wmf]a

 существует два значения sin
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, а это не так. 
В пункте 6 доказаны три формулы: 


sin 
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cos 
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)).

Эти формулы относятся к таким, которые проще вывести заново, если они не запомнились надежно. И здесь запоминанию формул способствует опора на чередование функций для синуса и косинуса суммы или разности двух углов.

Решения и комментарии

Докажите справедливость равенства (644 – 645): 
644(892). а) sin 50° + sin 10° – cos 20° = 0.

Доказательство. sin 50° + sin 10° – cos 20° = 2sin 30° cos 20° – cos 20° = 
= cos 20° – cos 20° = 0, что и требовалось доказать.
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 = 0, что и требовалось доказать.

646(896). Вычислите: в) cos 
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75

o

 cos 
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Решение. в) cos 
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651(901). Докажите справедливость равенства: 

а) (sin 
[image: image631.wmf]a

 + sin 
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)2 + (cos 
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Доказательство. (sin 
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, что и требовалось доказать.
657(907). а) Вычислите sin 2
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, если sin 
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Решение. 
Так как 0 < 
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sin 2
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 = 2sin 
[image: image674.wmf]a

 cos 
[image: image675.wmf]a

 = 
[image: image676.wmf]2

3

2

1

2

×

×

 = 
[image: image677.wmf]2

3

. 

661(911). Если 0 < 
[image: image678.wmf]a

 < 
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, то что больше: 
а) cos 2
[image: image680.wmf]a

 или 2cos 
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б) sin 2
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Решение. а) Так как 0 < 
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 и 
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 < 2
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. С увеличением угла от 0 до 
[image: image690.wmf]p

 значения косинуса уменьшаются, поэтому cos 2
[image: image691.wmf]a

 < cos 
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, а так как cos 
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 < 2cos 
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, то для 0 < 
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 справедливо неравенство cos 2
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 < 2cos 
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б) Так как 0 < 
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, то 0 < sin 
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 < 1, 0 < cos 
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662(912). Существуют ли углы 
[image: image710.wmf]a

, для которых выполняется равенство 

sin 2
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Решение. Так как sin 2
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 = 2sin 
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, то равенство sin 2
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 = 2sin 
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 выполняется лишь при условии cos 
[image: image722.wmf]a

 = 1. Это возможно только для угла 
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 = 0.
679(929). Докажите справедливость равенства: 

в) sin 2
[image: image724.wmf]a

 (sin 2
[image: image725.wmf]a
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[image: image726.wmf]b

) + cos 2
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Доказательство. sin 2
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), что и требовалось доказать.

680(930). а) Вычислим A = cos 
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Для решения этой задачи умножим и разделим выражение A на 8 sin 
[image: image751.wmf]9

p

 и преобразуем полученную дробь, применяя 3 раза формулу синуса двойного угла:

cos 
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Так как sin 
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Применение рассмотренного приема в следующем задании не так очевидно.

Дополнительное задание. Вычислим: cos 
[image: image766.wmf]5
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 – sin 
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.

Сначала приведем данное выражение к разности одноименных функций: 

cos 
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Теперь, применив формулу разности синусов, получим: 
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Умножим и разделим полученное произведение на 2cos 
[image: image780.wmf]10
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 и применим два раза формулу синуса двойного угла:

–2sin 
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Заметив, что sin 
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682(932). а) Преобразуйте в сумму или в разность cos 3
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Решение. cos 3
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68(933). Доказываем. Докажите, что: 
а) sin 
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Доказательство. sin 
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Промежуточный контроль. С–28*, С–29*, С–30*, К–7 (Итоговый тест для самоконтроля). 

7. Исторические сведения
В этом пункте рассказано об истории возникновения тригонометрии — от Клавдия Птолемея до Леонарда Эйлера.
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� Понятие «тригонометрическая функция» будет введено только в 10 классе, а для упрощения речи правомерно использовать термин «функция», так как, например, каждому углу � EMBED Equation.3  ��� соответствует единственное значение sin � EMBED Equation.3  ���.
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