Глава 3. Последовательности

В этой главе вводится понятие числовой последовательности, изучаются основные способы задания числовой последовательности, главное внимание уделено рассмотрению двух видов числовых последовательностей — арифметической и геометрической прогрессий.
В материалах для классов с углублённым изучением математики рассмотрена бесконечно убывающая геометрическая прогрессия и метод математической индукции, используемый для доказательства математических утверждений.
Цель изучения главы 3: добиться, чтобы учащиеся овладели понятиями: числовая последовательность, арифметическая прогрессия, геометрическая прогрессия, и научились пользоваться основными формулами для арифметичес​кой и геометрической прогрессий. Кроме того, в классах с углублённым изучением математики, надо научиться доказывать математические утверждения с помощью метода математической индукции.

§ 6(5). Числовой последовательности и их свойства 

Основная цель изучения шестого параграфа — научить школьников понимать, что такое числовая последовательность и каковы способы её задания. В этом параграфе сначала вводится понятие числовой последовательности, а затем изучаются её свойства.
6.1(5.1). Понятие числовой последовательности

В данном пункте дано определение числовой последовательности, членов последовательности, её общего члена, приведены примеры числовых последовательностей. Для классов с углублённым изучением математики приведён пример рекуррентного способа задания последовательности.
Решения и комментарии

409(591). Запишите формулу общего члена последовательности: 

д) 1, –1, 1, –1, 1, –1, ...;
е) –1, 1, –1, 1, –1, 1, ... .

Решение. д) Общий член последовательности имеет вид an = (–1)n + 1.
е) Общий член последовательности имеет вид bn = (–1)n .
411(593). Найдите сумму первых шести членов последовательности, заданной формулой общего члена: 

а) an = 3n + 2;
б) an = (–1)n
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Решение. По формуле общего члена последовательности найдём шесть членов последовательности, затем их сумму:

а) a1 = 5, a2 = 8, a3 = 11, a4 = 14, a5 = 17, a6 = 20; 5 + 8 + 11 + 14 + 17 + 20 = 75;

б) a1 = –1, a2 = 2, a3 = –3, a4 = 4, a5 = –5, a6 = 6; –1 + 2 – 3 + 4 – 5 + 6 = 3.
412(594). Числовая последовательность задана формулой общего члена 
xn = 10 + 2n.

а) Найдите: x1, x10, x100.

б) Запишите последующий и предыдущий члены для xn (n 
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 2).

в) Запишите член последовательности, имеющий номер n + 2.

Решение. а) По формуле общего члена последовательности найдём x1 = 12, 
x10 = 30, x100 = 210.

б) xn + 1 = 10 + 2(n + 1) = 12 + 2n; xn – 1 = 10 + 2(n – 1) = 8 + 2n.
в) xn + 2 = 10 + 2(n + 2) = 14 + 2n.
414(596). Последовательность задана первыми членами: 1, 5, 9, ... . Запишите формулу её общего члена.
Решение. Учитывая, что члены последовательности увеличиваются на 4, можно составить формулу общего члена так: xn  = 1 + 4(n – 1), или xn  = 4n – 3. По этой формуле запишем первые 5 членов последовательности 1, 5, 9, 13, 17. 
Однако, это не единственное решение. Заметим, что первый и третий члены — квадраты чисел 1 и 3 (номеров членов). Для этих членов подошла бы формула общего члена xn  = n2. Чтобы не менять значения первого и третьего члена и увеличить второй член на 1, добавим в эту формулу слагаемое 
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. Для n = 2 это слагаемое равно 1, для нечётных номеров n оно равно 0. Итак, формула общего члена с теми же тремя первыми членами имеет вид: xn  = n2 + 
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. По этой формуле запишем первые 5 членов последовательности 1, 5, 9, 17, 25. 

Две построенные последовательности различны, но три первые члена у них совпадают с тремя первыми членами заданной последовательности..

415(597). а) Последовательность задана рекуррентным способом: a1 = 2, 
an + 1 = an + 3. Запишите пять первых её членов. 
Решение. Подставляя в формулу an + 1 = an + 3 вместо n числа 1, 2, 3, 4 и заменив a1 числом 2, получим члены последовательности со второго по пятый, выпишем первые 5 членов этой последовательности: 2, 5, 8, 11, 14. 

416(598). Последовательность задана рекуррентным способом: a1 = 3, 
an + 1 = an + 2. Задайте последовательность формулой n-го члена, вычислите пять первых её членов. 
Решение. Подставляя в формулу an + 1 = an + 2 вместо n числа 1, 2, 3, 4 и заменив a1 числом 3, получим члены последовательности со второго по пятый, выпишем первые 5 членов этой последовательности: 3, 5, 7, 9, 11. Учитывая, что члены последовательности увеличиваются на 2, можно составить формулу её n-го члена: xn  = 3 + 2(n – 1), или xn  = 2n + 1.

419(601). Числовая последовательность задана формулой n-го члена:

а) an = 5n;
б) bn = 
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Задайте последовательность рекуррентным способом. 
Решение. а) Подставляя в формулу an = 5n вместо n числа 1, 2, 3, 4, ..., получим члены последовательности: 5, 10, 15, 20, ... . Так как каждый следующий член последовательности можно получить из предыдущего прибавлением числа 5, то последовательность можно задать рекуррентным способом: a1 = 5, an + 1 = an + 5.

б) Подставляя в формулу bn = 
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 вместо n числа 1, 2, 3, 4, ..., получим члены последовательности: 9, 3, 1, 
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, ... . Так как каждый следующий член последовательности можно получить из предыдущего умножением на 
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, то последовательность можно задать рекуррентным способом: a1 = 9, an + 1 = 
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420(602). а) Последовательность задана формулой n-го члена an = 177 – 3n. Сколько положительных членов у этой последовательности? 
Решение. Найдём все натуральные числа n, для каждого из которых an > 0. Для этого решим неравенство: 


177 – 3n > 0.

Это неравенство равносильно неравенству n < 59. Следовательно, у этой последовательности 58 положительных членов.
423(н). Исследуем. Найдите наименьший член последовательности, заданной формулой общего члена an = n2 – 19,8n + 113. 

Решение. Рассмотрим функцию y = x2 – 19,8x + 113 = (x – 9,9)2 +14,99 которая при натуральных значениях x принимает значения, совпадающие с членами данной последовательности. Эта функция достигает наименьшего значения в точке 
x0 = 9,9. Так как число 9,9 не натуральное и 9 < 9,9 < 10, то наименьшим членом последовательности будет или a9, или a10.

Так как a9 = 
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 = 15 и 15 < 15,8, то 15 — наименьший член последовательности.
424(н). Исследуем. а) Найдите все значения a, при каждом из которых последо​вательность, заданная формулой общего члена an = n2 – 20n + 100 – a, имеет единственный отрицательный член. 

Решение. а) Запишем формулу общего члена в виде 
an = (n – 10)2 – a. 
Для каждого значения a рассмотрим функцию y = (x – 10)2 – a, которая при натуральных значениях x принимает значения, совпадающие с членами данной последовательности. Отрицательные члены в этой последовательности будут только в случае, если будет выполнено неравенство 

(x – 10)2 – a < 0.
Рассмотрим график функции y = (x – 10)2 – a, в следующих случаях: 1) a < 0 (рис. 37, а); 2) a = 0 (рис. 37, б); 3) 0 < a < 1 (рис. 37, в); 4) a = 1 (рис. 37, г); 5) a > 1 (рис. 37, д). 
Определим, что при натуральных значениях x функция имеет единственное отрицательное значение только в случаях 3) и 4). Следовательно, данная последовательность имеет единственный отрицательный член при 0 < a 
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Ответ. а) 0 < a 
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426(605). Доказываем. а) Докажите, что для любых натуральных n последова​тельность чисел Фибоначчи {un} обладает свойством: 


u1 + u2 + ... + un = un + 2 – 1.
(1)
Доказательство. Последовательность чисел Фибоначчи задается рекуррентно следующим образом: u1 = u2 = 1,


uk + 2 = uk + 1 + uk,
(2)

где k = 1, 2, 3, ... .

Подставим в равенство (2) значения k от 1 до n, получим n равенств:

u3 = u2 + u1,


u4 = u3 + u2,


u5 = u4 + u3,

. . . . . . . . . . . .


un + 1 = un + un – 1,


un + 2 = un + 1 + un.
Сложив эти n равенств и вычтя из обеих частей полученного равенства одинаковые слагаемые (они выделены коричневым цветом), получим верное равенство:


un + 2 = u2 + u1 + u2 + u3 + ... + un – 1 + un.
(3)
Заменив в правой части равенства (3) число u2 на 1 и вычтя из обеих частей равенства (3) по 1, получим верное равенство:


un + 2 – 1 = u1 + u2 + u3 + ... + un – 1 + un,

что и доказывает равенство (1).
6.2(5.2). Свойства числовых последовательностей
В данном пункте даны определения монотонной последовательности и ограниченной последовательности, приведены примеры монотонных и не монотонных последовательностей, а также примеры ограниченных последова​тельностей. Введено понятие конечной последовательности. Отметим, что любая последовательность бесконечна, но если рассматриваются только несколько её первых членов, то в этом случае говорят, что последовательность конечна и что у неё есть последний член. 

Изучение этого материала поможет общему развитию учащихся, а также облегчит понимание аналогичного материала для функций. 
Решения и комментарии

435(614). а) Последовательность задана формулой n-го члена an = 
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Решение. Для любого натурального n найдём члены последовательности с номерами n и n + 1: an = 
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. Так как для любого натурального n эта разность положительна, то an + 1 > an для любого натурального n, т. е. по определению эта последовательность возрастающая.

Так как 
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 для любого натурального n, то выполняется двойное неравенство 0 
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 an < 1. Следовательно, последовательность является и ограниченной сверху, и ограниченной снизу, поэтому эта последовательность является ограниченной по определению.

438(617). Укажите все значения b, при которых последовательность, заданная формулой an = 
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а) возрастающей; 
б) убывающей. 
Решение. а) Так как для любого натурального n верны равенства 
an = 
[image: image24.wmf]n

b

2000

2000

1999

+

 и an + 1 – an = 
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, то последовательность будет возрастающей, если an + 1 – an > 0, т. е. при b < 0; последовательность будет убывающей, если an + 1 – an < 0, т. е. при b > 0.

Ответ. а) При b < 0; б) при b > 0.

Промежуточный контроль. С–17.
§ 7(6). Арифметическая прогрессия 

Основная цель изучения седьмого параграфа — овладеть понятием арифметической прогрессии, изучить её свойства и научиться ими пользоваться. 

Сначала вводятся понятия арифметической прогрессии, затем изучаются её свойства. Материалом этого параграфа должны овладеть все учащиеся.
7.1(6.1). Понятие арифметической прогрессии

7.2(6.2). Сумма первых n членов арифметической прогрессии

В пункте 7.1 даны определения арифметической прогрессии, её разности и приведены её основные свойства. Надо обратить внимание на задачу, с помощью которой выводится формула для простых процентов.
В пункте 7.2 приведена формула суммы первых n членов арифметической прогрессии. Желательно, чтобы все учащиеся овладели этим материалом.
Обратим внимание на то, что в учебнике приведены рассуждения, которые лишь подводят к гипотезе о формулах n-го члена арифметической прогрессии и суммы первых n членов арифметической прогрессии (эти рассуждения часто принимают за доказательства). Полные доказательства этих формул можно провести в классе с углублённым изучением математики после изучения метода математической индукции.
Решения и комментарии

443(624). Является ли арифметической прогрессией последовательность:

а) –5; –2; 1; 1; 4; 7; 10; ...;
в) 1
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Решение. а) Так как a3 – a2 
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 a4 – a3, то последовательность не является арифметической прогрессией.

в) Так как a2 – a1 
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 a3 – a2, то последовательность не является арифметической прогрессией.

444(624). Запишите первых четыре члена арифметической прогрессии, если 
a1 = 2; d = –3.

Решение. По определению арифметической прогрессии имеем: 

a2 = a1 + d = –1, a3 = a2 + d = –4, a4 = a3 + d = –7.

Ответ. 2, –1, –4, –7.

447(628). Доказываем. Докажите, что в арифметической прогрессии {an} разность d можно вычислить по формуле d =
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Решение. По формуле n-го члена арифметической прогрессии имеем: 

am = a1 + (m – 1)d, an = a1 + (n – 1)d, am – an = (m – 1 – n + 1)d = (m – n)d,

откуда получим: d =
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, что и требовалось доказать.

451(632). Является ли число 12 членом арифметической прогрессии {an}:
б) –11; –8; –5; ...;
г) 44,5; 43; 41,5; ...?

Решение. б) Сначала найдём разность арифметической прогрессии: 

d = –8 – (–11) = 3.

Если 12 является членом арифметической прогрессии с номером n, то верно равенство: 

12 = –11 + (n – 1)3.

из которого следует, что n = 8
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. Так как номер члена арифметической прогрессии не может быть дробным числом, то число 12 не является членом арифметической прогрессии. 

г) Сначала найдём разность арифметической прогрессии: 

d = 43 – 44,5 = –1,5.

Если 12 является членом арифметической прогрессии с номером n, то верно равенство: 
12 = 44,5 + (n – 1)(–1,5),
из которого следует, что n = 22
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. Так как номер члена арифметической прогрессии не может быть дробным числом, то число 12 не является членом арифметической прогрессии. 

453(634). а) Сколько положительных членов имеет арифметическая прогрессия:

3,8; 3,5; 3,2; ...?

Решение. Сначала найдём разность арифметической прогрессии: 

d = 3,5 – 3,8 = –0,3.

По формуле n-го члена арифметической прогрессии имеем: 

an = 3,8 + (n – 1)(–0,3) = 4,1 – 0,3n.

Найдем все натуральные n, для которых верно неравенство 4,1 – 0,3n > 0. Решив это неравенство, получим, что n < 13
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. Так как лишь натуральные числа от 1 до 13 являются решениями этого неравенства, то арифметическая прогрессия имеет 13 положительных членов. 
455(636). Доказываем. Докажите, что последовательность, заданная формулой общего члена:
а) ап = 3п – 7;
б) ап = –3п + 5,
является арифметической прогрессией.
Решение. а) Так как для данной последовательности {an} разность ап + 1 – ап = 
= 3(п + 1) – 7 – (3п – 7) = 3 — число постоянное, то эта последовательность является арифметической прогрессией с разностью d = 3.

б) Так как для данной последовательности {an} разность ап + 1 – ап = 
= –3(п + 1) + 5 – (–3п + 5) = –3 — число постоянное, то эта последовательность является арифметической прогрессией с разностью d = –3.

457(н). Предприниматель взял в банке кредит на сумму а р. при условии, что ежемесячно его долг перед банком будет увеличиваться на р% от суммы взятого кредита. Предприниматель вернул деньги банку сполна в сумме b р. через п месяцев.
а) Какую сумму предприниматель вернул банку, если а = 500 000, р = 2, п = 10?
б) На какую сумму предприниматель взял кредит, если р = 2, п = 12, b = 992 000?
в) Через сколько месяцев предприниматель вернул банку деньги, если 
а = 600 000, р = 3, b = 852 000?
г) Под какой процент в месяц предприниматель взял кредит, если а = 700000, 
п = 6, b = 910000?
Решение. а) Предприниматель вернул банку 500 000 р. и ещё по 2 % от этой суммы за каждый из 10 месяцев, т. е. 500 000 + 
[image: image39.wmf]100
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б) Так как за 12 месяцев предприниматель выплатил дополнительно 
[image: image40.wmf]24
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 (%) взятой в кредит суммы, то 992 000 р. составляет 100 + 24 = 124 (%) взятой в кредит суммы, которая равна 
[image: image41.wmf]000
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 (р.), то есть предприниматель взял кредит на сумму 800 000 р.
в) Так как 852 000 р. от 600 000 составляют 
[image: image42.wmf]000
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 = 142 (%) взятой в кредит суммы, то за пользование кредитом предприниматель вернул банку 
142 – 100 = 42 (%) взятой в кредит суммы. Предприниматель вернул кредит через 42:3 = 14 (месяцев).
г) Так как 910 000 р. от 700 000 составляют 
[image: image43.wmf]000
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 = 130 (%) взятой в кредит суммы, то за пользование кредитом предприниматель вернул банку 130 – 100 = = 30 (%) взятой в кредит суммы. Предприниматель взял кредит под 30:6 = 5 (%) в месяц.

458(н). Покажите, как ответ к каждой задаче из предыдущего номера можно получить с помощью формулы общего члена арифметической прогрессии.
Решение. После первого месяца его долг увеличится на 
[image: image44.wmf]100
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 р. и станет равным 
[image: image45.wmf]100
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 (р.). Суммы долга в конце каждого месяца образуют арифметическую прогрессию с первым членом a1 = 
[image: image46.wmf]100
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[image: image47.wmf]100
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 (р.), поэтому после n месяцев сумма его долга может быть получена как n-ый член этой прогрессии, т.е. b = an = a1 + (n – 1)d = 
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Таким образом, b = 
[image: image50.wmf]÷
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Далее в каждом из пунктов а)–г) по известным значением трёх величин можно получить значение четвёртой величины, то есть получить те же ответы, что и в предыдущем задании.
464(643). а) Определите сумму первых 40 чётных натуральных чисел.
б) Определите сумму всех трёхзначных натуральных чисел.
Решение. а) Здесь требуется определить сумму первых членов арифметической прогрессии, у которой a1 = 2, d = 2. По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии для n = 40 имеем: 
S40 = 
[image: image51.wmf]40
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Итак, сумма первых 40 чётных натуральных чисел равна 1640.

б) Здесь требуется определить сумму чисел от 100 до 999, то есть сумму первых 999 – 99 = 900 членов арифметической прогрессии, у которой a1 = 100, d = 1. По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии для n = 900 имеем: 

S900 = 
[image: image53.wmf]900
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Итак, сумма всех трёхзначных натуральных чисел равна 494550.
Ответ. а) 1640; б) 494550.
466(644). Сложили несколько первых членов арифметической прогрессии {аn} и получили 430. Сколько членов сложили, если а1 = –7, d = 3?
Решение. По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии имеем: 

Sn = 
[image: image55.wmf]n
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Уравнение 
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 = 430 имеет два корня: n1 = 14
[image: image58.wmf]3

1

, n2 = 20. Так как номер члена арифметической прогрессии может быть только натуральным числом, то сложили 20 членов арифметической прогрессии. 

Ответ. 20.

470(647, а). Докажите, что для любой арифметической прогрессии {аn} справедлива формула: S2n – 1 = 
[image: image59.wmf])
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Доказательство. В формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии заменим n на 2n – 1, получим: 

S2n – 1 = 
[image: image60.wmf])
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471(647, б). Для арифметической прогрессии {аn} вычислите S2001, если 
а1001 = 2000.
Решение. По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии для n  = 2001 имеем: 

S2001 = 
[image: image63.wmf]2001
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Ответ. 4002000.

473(649). Задача из папируса Ахмеса (XVIII—XVII вв. до н. э.). Разделите 10 мер хлеба на 10 человек, если разность между количеством хлеба у каждого человека и ему предшествующего составляет 
[image: image67.wmf]8
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 меры.
Решение. Сначала найдём первый член арифметической прогрессии, у которой 10 членов, d = 
[image: image68.wmf]8
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 и сумма десяти членов равна 10. По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии для n = 10 имеем: 

S10 = 
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Уравнение 
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 = 10 имеет единственный корень a1 = 
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Итак, первому надо дать 
[image: image73.wmf]16

7

 меры, а каждому следующему на 
[image: image74.wmf]8
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 меры больше.
474(н). Доказываем. В арифметической прогрессии сумма первых т членов равна сумме первых п членов. Докажите, что сумма первых (т + п) членов равна нулю.
Доказательство. По условию задачи сумма первых т членов равна сумме первых п членов, т. е. верно равенство 
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из которого получим, что
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В задаче предполагается, что m 
[image: image78.wmf]¹

 n, поэтому, разделив последнее равенство на m – n 
[image: image79.wmf]¹

 0, получим, что 
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В формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии заменим n на m + n , получим: 


Sm + n = 
[image: image81.wmf])
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(2)
Из равенства (1) следует, что числитель дроби в равенстве (2) равен 0, следовательно Sm + n = 0, что и требовалось доказать. 

Дополнительное задание 
1. Сумма членов арифметической прогрессии со второго по шестой на 15 больше суммы членов той же прогрессии с первого по пятый. Найдите разность этой арифметической прогрессии.
Решение. I способ. В обе суммы входят одни и те же члены арифметической прогрессии {an} — со второго по пятый, следовательно, разность a6 – a1 = 15. Так как a6 = a1 + 5d. Из равенства a1 + 5d – a1 = 15 найдём, что d = 3.

II способ. Каждый член суммы a2 + a3 + a4 + a5 + a6 на d больше соответствующего члена суммы a1 + a2 + a3 + a4 + a5, поэтому 5d = 15, откуда найдём, что d = 3.
Промежуточный контроль. С–18, К–4. 

§ 8(7). Геометрическая прогрессия 
Основная цель изучения восьмого параграфа — овладеть понятием геометрической прогрессии, изучить её свойства и научиться ими пользоваться. 

Сначала вводятся понятия геометрической прогрессии, затем изучаются её свойства. Материалом этого параграфа должны овладеть все учащиеся.
В классах с углублённым изучением математики надо ещё изучить бесконечно убывающую геометрическую прогрессию.
8.1. Понятие геометрической прогрессии
8.2. Сумма первых n членов геометрической прогрессии

В пункте 8.1 даны определения геометрической прогрессии, её знаменателя и приведены её основные свойства. В пункте 8.2 приведена формула суммы первых n членов геометрической прогрессии. Желательно, чтобы все учащиеся овладели этим материалом.
Особое внимание надо обратить на задачу, с помощью которой выводится формула для сложных процентов. Надо подчеркнуть, что существуют два способа процентного роста — по формуле простых процентов и по формуле сложных процентов, и надо объяснить также, чем эти способы отличаются. При этом учащиеся должны понимать, что если, например, вкладывать деньги в банк под один и тот же процент и на один и тот же срок, то прирост вклада по формуле сложных процентов будет большим за счет процентов на процентные деньги.
Действительно, если при вкладе на простые проценты после n месяцев вклад в 
a р. под p % в месяц превратится в a(1 + nd) р., где d = 
[image: image82.wmf]100
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, то при вкладе на сложные проценты он превратится в a(1 + nd + 
[image: image83.wmf]2
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 + ... + dn) р. Здесь в скобках записано разложение (1 + nd)n по формуле бинома Ньютона (см. Дополнение к главе 5).
Обратим внимание на то, что в учебнике приведены рассуждения, которые лишь подводят к гипотезе о формулах n-го члена геометрической прогрессии и суммы первых n членов геометрической прогрессии (эти рассуждения часто принимают за доказательства). Полные доказательства этих формул можно провести в классе с углублённым изучением математики после изучения метода математической индукции.

Решения и комментарии

478(656). Является ли арифметической прогрессией последовательность:

а) 1; 8; 15; 21; 26; ...;
б) 4; 2; 1; 0,5; 0,25; ...?

Решение. а) Так как a2 : a1 
[image: image84.wmf]¹

 a3 : a2, то последовательность не является геометрической прогрессией.

б) Так как a2 : a1 = a3 : a2 = a4 : a3 = a5 : a4 = 0,5, то последовательность является геометрической прогрессией со знаменателем q = 0,5.
482(660). Даны три последовательных члена геометрической прогрессии:

а) 7; x; 63. Найдите x, если x > 0;
б) 2; x; 18. Найдите x, если x < 0.
Решение. а) Пользуясь свойством геометрической прогрессии с положитель​ными членами, имеем a2 = 
[image: image85.wmf]3
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 = 21, то есть x = 21.
б) Так как для геометрической прогрессии с произвольными членами верно равенство a2 : a1 = a3 : a2, то число x является корнем уравнения x : 2 = 18 : x. Это уравнение имеет два корня x1 = –6, x2 = 6. Так как x < 0, то x = –6.
Ответ. а) 21; б) –6.

483(661). а) Найдите a1 и q геометрической прогрессии {аn}, если a4 – a2 = 18 и a5 – a3 = 36.
Решение. Перепишем данные равенства, используя a1 и q: 

a1q3 – a1q = 18 и a1q4 – a1q2 = 36.
Для решения задачи надо решить систему полученных уравнений с неизвест​ными a1 и q. Вынеся за скобки q во втором уравнении и заменив a1q3 – a1q числом 18, получим уравнение 18q = 36, имеет единственный корень q1 = 2. Теперь подставив вместо q число 2 в первое уравнение, получим уравнение 8a1 – 2a1 = 18, которое имеет единственный корень a1 = 3.
Ответ. a1 = 3, q = 2.

484(662). Доказываем. а) Докажите, что для любой геометрической прогрес​сии {bn} верно равенство 
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Доказательство. Перепишем доказываемое равенство, используя b1 и q: 
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(1)
Так как b1 
[image: image89.wmf]¹

 0 и q 
[image: image90.wmf]¹

 0, то дробь в левой части равенства (1) можно сократить на b1q6, а дробь в правой части — на b1q8. Получится равенство 
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Так как равенство (2) выполняется для любых q, то, рассуждая в обратном порядке, из справедливости равенства (2) получим, что справедливо равенство (1), что и требовалось доказать.
487(663). а) Задача И. Ньютона (1643 – 1727). Даны четыре последовательных члена геометрической прогрессии. Сумма двух крайних членов равна 13, а сумма двух средних членов равна 4. Определите эти члены.

Решение. Пусть даны четыре члена геометрической прогрессии: an, an + 1, an + 2, an + 3. По условию задачи верны два равенства:
an + an + 3 = 13 и an + 1 + an + 2 = 4, 

то есть
an + an q3 = 13 и an q + an q2 = 4. 

Для решения задачи надо решить систему полученных уравнений с двумя неизвестными an и q. Перепишем эти уравнения в виде:

an(1 + q)(1 – q + q2) = 13 и anq(1 + q) = 4.

Так как q 
[image: image92.wmf]¹

 0, то, найдя из второго уравнения системы, что an(1 + q) = 
[image: image93.wmf]q
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 и подставив в первое уравнение 
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 вместо an(1 + q), получим уравнение 
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, имеющее два корня: q1 = 4, q2 =
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Если q = 4, то из второго уравнения получим, что an = 
[image: image97.wmf]5
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, т. е. искомые члены геометрической прогрессии есть 
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Если q = 
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[image: image103.wmf]5
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, т. е. искомые члены геометрической прогрессии есть 
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Мы получили в двух случаях одни и те же члены, но они отличаются порядком: в первом случае они являются членами возрастающей прогрессии, во втором — убывающей.

Ответ. 
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488(н). В начале месяца вкладчик положил на счёт в банке а р. при условии, что ежемесячно на его счёт будет начисляться р % от той суммы вклада, которая будет находиться на его счёте в начале этого месяца. Вкладчик не снимал деньги со счёта n месяцев, а в начале (n + 1)-го месяца снял со счёта все деньги в сумме b р.
а) Какую сумму вкладчик снял со счёта, если а = 600 000, р = 1, п = 2?
б) Какую сумму вкладчик положил на счёт, если b = 530 604, р = 2, п = 3?
в) Покажите, как ответ к каждой из задач а) и б) можно получить с помощью формулы общего члена геометрической прогрессии.

Решение. а) В конце первого месяца сумма 600 000 р. увеличится на 
[image: image116.wmf]000
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 (р.) и превратится в 600 000 + 6 000 = 606 000 (р.). В конце второго месяца сумма 606 000 р. увеличится на 
[image: image117.wmf]060
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 (р.) и превратится в 
606 000 + 6 060 = 612 060 (р.). То есть вкладчик снял со счёта 612 060 р.

б) В конце первого месяца сумма a р. увеличится на 
[image: image118.wmf]100
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 = 0,02a (р.) и превра​тится в a + 0,02a = 1,02a (р.), то есть увеличится в 1,02 раза. В конце второго месяца сумма 1,02a р. увеличится на 2 %, то есть в 1,02 раза и превратится в a1,02
[image: image119.wmf]2

 р. В конце третьего месяца сумма a1,02
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 р. увеличится ещё раз на 2 %, то есть в 1,02 раза и превратится в a1,023 = 1,061208a р., что по условию задачи равно 530 604 р. Из уравнения 

1,061208a = 530604
Найдём его единственный корень a = 500 000, то есть вкладчик положил на счёт 500 000 р.
в) Суммы на счёте в начале 1-го, 2-го, ..., n-го , (n + 1)-го месяцев, образуют геометрическую прогрессию с первым членом a и знаменателем q = 1 + 
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, так как каждая следующая сумма больше предыдущей в 1 + 
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В заданиях а) и б) сумму b р. сняли через n месяцев, то есть в начале (n + 1)-го месяца, поэтому верно равенство:


b = a
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Далее в каждом из пунктов а) и б) по известным значением трёх величин из равенства (1) можно получить значение четвёртой величины.
493(668). а) Вычислите сумму первых десяти членов геометрической прогрес​сии –32; 16; –8; 4; ... .

Решение. Сначала найдём знаменатель q геометрической прогрессии {аn}: 

q = a2 : a1 = 16 : (–32) = –
[image: image127.wmf]2
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Теперь вычислим S10 = 
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Ответ. –
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496(671). Сумма десяти членов геометрической прогрессии равна 64, произведение первого и десятого членов равно 16. Найдите сумму чисел, обратных членам этой геометрической прогрессии.
Решение. По условиям задачи для геометрической прогрессии {аn} составим два уравнения: 

a1 + a1q + a1q2 + a1q3 + a1q4 + a1q5 + a1q6 + a1q7 + a1q8 + a1q9 = 64,
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Вынесем в левой части первого уравнения за скобки число 
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затем, заменив в полученном уравнении 
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 на 16 и разделив уравнение на 16, перепишем его в виде:
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 = 4.
Итак, найдена сумма чисел, обратных членам этой геометрической прогрессии.
Ответ. 4.
Промежуточный контроль. С–19, С–20*.

8.3. Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия
В данном пункте вводятся понятия бесконечно убывающей геометрической прогрессии и её суммы. Приводятся примеры вычисления суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Материал этого пункта предназначен для классов с углублённым изучением математики, однако при наличии времени хотя бы часть этого материала можно разобрать и в обычном классе. Дело в том, что некоторые задания на вычисление суммы бесконечно убывающей геомет​рической прогрессии имеют наглядные иллюстрации и доступны в обычном классе, а вычисление суммы бесконечного ряда — новый шаг в постижении математики, интересный всем учащимся.
Решения и комментарии
499(675). Обратите в обыкновенную дробь бесконечную периодическую деся​тичную дробь:
а) 0,(3)
г) 0,(13).
Решение. а) Так как 0,(3) = 0,3 + 0,03 + 0,003 + ... — сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии {аn}, у которой a1 = 0,3, q = 0,1, то 

S = 
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г) Так как 0,(13) = 0,13 + 0,0013 + 0,000013 + ... — сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии {аn}, у которой a1 = 0,13, q = 0,01, то 
S = 
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500(676). Доказываем. Задача П. Ферма (1601—1665). Докажите, что для бесконечно убывающей геометрической прогрессии {ап}, имеющей сумму S, выполняется равенство 
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Решение. Выразим левую часть доказываемого равенства через a1 и q, затем заменим a1q на a2:
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что и требовалось доказать. 
501(677). а) Найдите сумму бесконечно убываю​щей геометрической прогрессии: 
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Решение. Сначала найдём знаменатель q геометрической прогрессии {аn}: 


q = a3 : a2 = 
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Рис. 38
Теперь вычислим сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии:
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Ответ. 
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502(678). а) Дан острый угол, величина которого равна 
[image: image152.wmf]a

. На его стороне на расстоянии l от вершины отметили точку А1. Из неё провели перпендикуляр А1А2 ко второй стороне угла, из точки А2 провели перпендикуляр к первой стороне и т.д. (рис. 38). Получилась ломаная с бесконечным числом звеньев. Вычислите её длину, если: l = 1 м, 
[image: image153.wmf]a

 = 45°. 
Решение. I способ. В прямоугольных треугольни​ках А1А2А3, А2А3А4  ... имеются острые углы, равные углу А1АА2 (острые углы с взаимно перпендикуляр​ными сторонами). Выразим сумму 

S = А1А2 + А2А3 + А3А4 + ...

через l и 
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Теперь вычислим сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем q = cos
[image: image156.wmf]a

 и первым членом 
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 (|q| < 1, так как угол 
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 острый): 
Рис. 39
S = 
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II способ. Из вершины угла A проведём два луча, перпендикулярные сторонам данного угла и продолжим звенья ломаной до пересечения с этими лучами (рис. 39). 

Так как перпендикуляры, проведенные к одной прямой параллельны, то образуются параллелограммы А1А2C2C1, А2А3B2B1, ... По свойству параллелограмма А1А2 = C1C2, А2А3 = B1B2, ... Все звенья ломаной отложатся на построенных лучах и длина ломаной с бесконечным числом звеньев равна сумме длин двух отвезков AB1 = А2А3 + А4А5 + ... и AС1 = А1А2 + А3А4 + ... . Тогда в прямоугольном треуголь​нике А1АB1 с острым углом B1, равным 
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S = AB1 + AС1 = 
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Ответ. 
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Замечание. Если решить задачу вторым способом в общем виде, то получится результат: S = 
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, чтобы убедиться, что получился тот же ответ.

Промежуточный контроль. К–5. 
Дополнения к главе 3
1. Метод математической индукции 

Методом математической индукции называют способ доказательства истинности некоторого утверждения для любого натурального n. Этот способ основан на принципе математической индукции, сформулированном в учебном тексте. Прежде, чем приступить к обсуждению способа изложения материала на уроке, приведем шуточный пример, обсуждение которого помогает учащимся понять суть нового метода доказательства.
Представьте, что вы подошли к кинотеатру и видите огромную очередь желающих купить билет на новый фильм. Вы становитесь в конец очереди и к вам подходит человек со словами: «Я прошел от начала очереди до конца и заметил, что в очереди после каждой женщины стоит женщина». Можно ли на основании услышанного утверждать, что в очереди стоят одни женщины. Обычно учащиеся легко справляются с этим вопросом, отвечая, что для истинности утверждения «В очереди стоят только женщины» надо быть уверенным, что первая в очереди женщина. Тогда после каждой женщины стоит женщина и утверждение «В очереди стоят только женщины» будет истинным. Но если первым в очереди стоит мужчина, то это утверждение будет ложным.
Вторым примером, которым можно предварить объяснение нового материала, может быть разбор решения задачи 516. 
516(692). На один из трех штырьков насажены n различных колец так, что большее кольцо лежит ниже меньшего (на рисунке 40 n = 3). За один ход разрешается перенести одно кольцо с одного штырька на другой, при этом не разрешается большее кольцо класть на меньшее. Докажите, что наименьшее число ходов, за которое можно перенести все кольца с одного штырька на другой равно 2n – 1.
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Рис. 40
Если условие этой задачи учитель сформулирует без последнего предложения, то есть без формулы 2n – 1, выражающей зависимость числа ходов от числа колец, то у учащихся будет возможность поучаствовать в поиске этой формулы. В процессе обсуждения они могут убедиться, что могут проверить справедливость формулы лишь для нескольких первых значений n, но не могут доказать её для любого натурального n, так как натуральных чисел бесконечно много.

Рассуждения можно провести так.

Одно кольцо (n = 1) можно перенести на новый штырек за 1 ход.

Два кольца (n = 2) можно перенести за 3 хода — первое кольцо перенести на второй штырек, второе — на третий, затем первое — на третий.
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Три кольца (n = 3) можно перенести за 3 + 1 + 3 = 7 ходов, перенеся сначала два верхних кольца за 3 хода на второй штырёк, потом нижнее кольцо за 1 ход на третий штырёк, потом снова два кольца за 3 хода на третий штырёк (рис. 41). 

Рис. 41
Аналогично можно перенести 4, 5, 6 колец за 7 + 1 + 7 = 15, 15 + 1 + 15 = 31, 
31 + 1 + 31 = 63 хода соответственно. 

Наблюдательные учащиеся могут заметить, что для n колец число ходов меньше n-й степени числа 2 на единицу, то есть выражается формулой 2n – 1 (истинность этой формулы доказана ниже).

Следовательно, получена гипотеза о выражении числа ходов через n, которую еще нужно доказать для любого натурального n. Но что значит доказать формулу для любого натурального n? Очевидно, что проверить истинность формулы для всех n невозможно. Необходимо соглашение, позволяющее считать, что при выполнении некоторых условий доказываемое утверждение считается истинным для любого натурального n.

После обсуждения рассмотренных примеров учащиеся будут подготовлены к тому, что если истинность некоторого утверждения, зависящего от натурального n, установлена для n = 1 и доказано, что из истинности этого утверждения для некоторого n = k следует истинность этого утверждения для следующего значения n, равного k + 1, то считается, что это утверждение истинно для любого натурального n (это соглашение и называют принципом математической индукции).

Пример 1 из учебного текста (доказать по индукции, что 0n = 0 для любого натурального n) достаточно прост, чтобы, не отвлекаясь на технические сложности, освоить идею доказательства методом математической индукции. Рассмотрим это доказательство.
Доказательство. При n = 1 справедливо равенство 01 = 0.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k справедливо равенство 0k = 0 и докажем, что для n = k + 1 тогда справедливо равенство 0k + 1 = 0.

Используя равенство 0k = 0, имеем: 0k + 1 = 0k(0 = 0(0 = 0.

Следовательно, согласно принципу математической индукции, равенство 0n = 0 справедливо для любого натурального n. 

В других примерах показаны доказательства методом математической индукции различных равенств и неравенств, здесь же показаны доказательства формулы общего члена арифметической прогрессии и формулы суммы первых n членов геометрической прогрессии.

Полезно отметить, что недопустимо пропускать любой из двух шагов в доказательстве методом математической индукции и ошибках, к которым может привести такой пропуск. 
Хотя материал данного пункта предназначен для классов с углублённым изучением математики, но и в обычных классах полезно на простых примерах показать применение метода математической индукции, чтобы учащиеся знали, каким методом можно доказать формулы n-го члена и суммы первых n членов арифметической прогрессии и геометрической прогрессии, а сильные учащиеся, быть может, научились эти формулы доказывать.
Решения и комментарии

507(683). в) Докажите методом математической индукции, что для любого натурального n выполняется равенство 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2.
Доказательство. При n = 1 справедливо равенство 1 = 12.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k справедливо равенство 

1 + 3 + 5 + ... + (2k – 1) = k2 
(1)

и докажем, что для n = k + 1 тогда справедливо равенство 

1 + 3 + 5 + ... + (2k – 1) + (2k + 1) = (k + 1)2.
(2)

Используя равенство (1), имеем: 
1 + 3 + 5 + ... + (2k – 1) + (2k + 1) = k2 + (2k + 1) = (k + 1)2,

что и доказывает равенство (2).

Согласно принципу математической индукции, равенство 
1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2
справедливо для любого натурального n. 

Замечание. При обсуждении задания 507 (в) можно упомянуть, что выдающийся математик XX столетия А.Н. Колмогоров (1903-1987) еще в детстве проявлял необык​новенные математические способности. В возрасте пяти лет он установил, что: 1 + 3 = 22, 1 + 3 + 5 = 32, 1 + 3 + 5 + 7 = 42 и т. д., то есть выдвинул гипотезу, что сумма первых n нечётных натуральных чисел равна n2. 

508(684). Докажите методом математической индукции, что для любого натурального n выполняется неравенство:

а) 1 + 2 + 3 + ... + n 
[image: image175.wmf]£

 n2;
д) 4n > 7n – 5;
е) 2n > 5n + 1, n 
[image: image176.wmf]³

 5.
Доказательство. а) При n = 1 справедливо неравенство 1 
[image: image177.wmf]£

 12.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k справедливо неравенство 

1 + 2 + 3 + ... + k 
[image: image178.wmf]£

 k2 
(1)

и докажем, что тогда для n = k + 1 справедливо неравенство 


1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) 
[image: image179.wmf]£

 (k + 1)2.
(4)

Используя неравенство (1), имеем: 

1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) 
[image: image180.wmf]£

 k2 + (k + 1) 
[image: image181.wmf]£

 (k + 1)2,

что и доказывает неравенство (2).

Согласно принципу математической индукции, неравенство 


1 + 2 + 3 + ... + n 
[image: image182.wmf]£

 n2
справедливо для любого натурального n. 

д) При n = 1 справедливо неравенство 41 > 7 – 5,

при n = 2 справедливо неравенство 42 > 14 – 5.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k (k 
[image: image183.wmf]³

 2) справедливо неравенство 


4k > 7k – 5 
(3)

и докажем, что тогда для n = k + 1 справедливо неравенство 


4k + 1 > 7(k + 1) – 5.
(4)

Используя неравенство (3), имеем: 

4k + 1 = 
[image: image184.wmf]4

4

×
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 > 
[image: image185.wmf]4

)

5

7

(

×

-

k

 = 28k – 20 = 7(k + 1) – 5 + (21k – 22) > 7(k + 1) – 5,
так как для k 
[image: image186.wmf]³

 2 верно неравенство 21k – 22 > 0. Тем самым неравенство (4) доказано.

Согласно принципу математической индукции, неравенство 4k > 7k – 5 справедливо для любого натурального n. 

Замечание. При доказательстве неравенства д) было недостаточно проверить справедливость неравенства для k = 1, так как для k = 1 неравенство 21k – 22 > 0, используемое в доказательстве, не выполняется, а при k = 2 — выполняется. Здесь был использован более общий метод математической индукции. Он заключён в следующем.

Если свойство, зависящее от натурального n, во-первых, верно при n = n0 
(n0 
[image: image187.wmf]³

 1) и, во-вторых, из предположения, оно верно при n = k (k 
[image: image188.wmf]³

 n0) следует, что оно верно при n = k + 1, то считают, что это свойство верно для любого натурального n 
[image: image189.wmf]³

 n0.

е) При n = 5 справедливо неравенство 25 > 25 + 1.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k (k 
[image: image190.wmf]³

 5) справедливо неравенство 


2k > 5k + 1
(5)

и докажем, что тогда для n = k + 1 справедливо неравенство 


2k + 1 > 5(k + 1) + 1.
(6)

Используя неравенство (5), имеем: 

2k + 1 = 
[image: image191.wmf]2

2

×

k

 > 
[image: image192.wmf]2

)

1

5

(

×

+

k

 = 10k + 2 = 5(k + 1) + 1 + 5k – 4 > 5(k + 1) + 1,
так как для k 
[image: image193.wmf]³

 5 верно неравенство 5k – 4 > 0. Тем самым неравенство (6) доказано.

Согласно принципу математической индукции, неравенство 2n > 5n + 1 справедливо для любого натурального n 
[image: image194.wmf]³

 5. 

510(686). Докажите, что для любого натурального n выполняется равенство 


13 + 23 + 33 + ... + n3 = 
[image: image195.wmf]4
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.
(1)
Доказательство. При n = 1 справедливо равенство 13 = 
[image: image196.wmf]4
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Предположим, что для некоторого натурального числа n = k справедливо равенство 


13 + 23 + 33 + ... + k3 = 
[image: image197.wmf]4
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(2)
и докажем, что тогда для n = k + 1 справедливо равенство 


13 + 23 + 33 + ... + k3 + (k + 1)3 = 
[image: image198.wmf]4
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(3)
Используя равенство (2), имеем:
13 + 23 + 33 + ... + k3 + (k + 1)3 = 
[image: image199.wmf]4
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[image: image200.wmf]4
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[image: image201.wmf]4
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что и доказывает равенство (3).

Согласно принципу математической индукции, равенство (1) справедливо для любого натурального n. 

512(688). Задача аль-Каши (Иран, XIV–XV вв.) Докажите, что для любого натурального n выполняется равенство 


14 + 24 + 34 + ... + n4 = 
[image: image202.wmf]30

1

(6n5 + 15n4 + 10n3 – n).
(1)
Доказательство. При n = 1 справедливо равенство 14 = 
[image: image203.wmf]30

1

(6 + 15 + 10 – 1).

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k справедливо равенство 


14 + 24 + 34 + ... + k4 = 
[image: image204.wmf]30

1

(6k5 + 15k4 + 10k3 – k)
(2)

и докажем, что тогда для n = k + 1 справедливо равенство 


14 + 24 + 34 + ... + k4 + (k + 1)4 = 

= 
[image: image205.wmf]30

1

(6(k + 1)5 + 15(k + 1)4 + 10(k + 1)3 – (k + 1)).
(3)

Используя равенство (2), имеем:


14 + 24 + 34 + ... + k4 + (k + 1)4 = 
[image: image206.wmf]30

1

(6k5 + 15k4 + 10k3 – k) + (k + 1)4 = 

= 
[image: image207.wmf]30

1

(6k5 + 15k4 + 10k3 – k + 30(k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1)) = 


= 
[image: image208.wmf]30

1

(6k5 + 45k4 + 130k3 + 180k2 + 119k + 30).

Убедимся, что правая часть равенства (3) преобразуется к тому же виду:



[image: image209.wmf]30

1

(6(k + 1)5 + 15(k + 1)4 + 10(k + 1)3 – (k + 1)) =


= 
[image: image210.wmf]30

1

(6(k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1) + 15(k4 + 4k3 + 6k2 + 4k + 1) + 
+ 10(k3 + 3k2 + 3k + 1) – k – 1) = 
[image: image211.wmf]30

1

(6k5 + 45k4 + 130k3 + 180k2 + 119k + 30).
Итак, равенство (3) доказано, следовательно, согласно принципу математи​ческой индукции, равенство (10) справедливо для любого натурального n. 

514(690). Докажите, что для любого натурального n 
а) 5n + 3 делится на 4; 
в) 4n + 6n – 1 делится на 9. 

Доказательство. а) При n = 1 число 5 + 3 = 8 делится на 4.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k число 5k + 3 делится на 4 и докажем, что тогда для n = k + 1 число 5k + 1 + 3 делится на 4.
Перепишем число 5k + 1 + 3 в виде 
[image: image212.wmf]k
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[image: image213.wmf])
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 – 12.

Так как числа 5k + 3 и 12 делятся на 4, то их сумма — число 5k + 1 + 3 — также делится на 4.

Следовательно, согласно принципу математической индукции, число 5n + 3 делится на 4 для любого натурального n. 

в) При n = 1 число 4 + 6 – 1 = 9 делится на 9.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k число 4k + 6k – 1 делится на 9 и докажем, что тогда для n = k + 1 число 4k + 1 + 6(k + 1) – 1 делится на 9.

Перепишем число 4k + 1 + 6(k + 1) – 1 в виде 

[image: image214.wmf]k
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 + 6k + 5 = 
[image: image215.wmf])
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 – 18k + 9.

Так как числа 4k + 6k – 1 и –18k + 9 делятся на 9, то число 4k + 1 + 6(k + 1) – 1 делится на 9.
Следовательно, согласно принципу математической индукции, число 4n + 6n – 1 делится на 9 для любого натурального n. 

Приведём доказательство методом математической индукции формулы 2n – 1 из задания 516(692). 
Доказательство. При n = 1 справедливо формула справедлива, так как одно кольцо можно перенести за 21 – 1 = 1 ход.

Предположим, что для некоторого натурального числа n = k «пирамиду» из k колец можно перенести за 2k – 1 ходов и докажем, что тогда «пирамиду» из (k + 1) кольца можно перенести за 2k + 1 – 1 ходов.
По нашему предположению «пирамиду» из k колец можно перенести за 2k – 1 ходов на второй штырёк. Нижнее (k + 1)-е кольцо можно перенести за 1 ход на третий штырёк, потом снова пирамиду из k колец можно перенести за 2k – 1 ходов на третий штырёк. 

Всего для переноса «пирамиды» из (k + 1) кольца потребовалось (2k – 1) + 1 + 
+ (2k – 1) = 2k + 1 – 1 ходов, что и требовалось доказать. 

Согласно принципу математической индукции, наименьшее число ходов, за которое можно перенести все кольца с одного штырька на другой равно 2n – 1. 

2. Исторические сведения

В этом пункте приведена история изучения прогрессий, известная задача-легенда о шахматной доске и другие факты, связанные с прогрессиями.
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