Глава 3. Линейная, квадратичная и дробно-линейная функции
Третья глава посвящена изучению линейной, квадратичной и дробно-линейной функций. Изложение материала опирается на знание учащимися функций y = x, 
y = x2, y = 
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, их свойств и графиков. 

Цель изучения главы 3: усвоить свойства линейной, квадратичной и дробно-линейной функций, научиться строить их графики.
§ 6. Линейная функция 
Основная цель шестого параграфа ― научить учащихся строить графики линейных функций и решать задачи, связанные с линейными функциями.
6.1. Прямая пропорциональность
В данном пункте рассматривается функция y = kx, называемая прямой пропорциональностью. Вводится понятие коэффициента пропорциональности. Учащиеся должны по формуле, которой задана функция, научиться определять коэффициент пропорциональности, по заданному значению x находить соответ​ствующее значение y, и по заданному значению y находить соответствующее значение x, научиться заполнять таблицы соответствующих значений данной функции. Все эти умения пригодятся при изучении других функций.
Решения и комментарии

341. Определите, одинаковые или разные знаки имеют x (x 
[image: image2.wmf]¹

 0) и соответствующее ему y , если функция задана формулой:

в) y = kx, k > 0;
д) y = kx, k < 0.
Решение. в) Так как k = 
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 > 0, то числа x и y одного знака;
д) Так как k = 
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 < 0, то числа x и y разных знаков.
6.2. График функции у = kх
В данном пункте на примере функции y = 2x показано, что графиком функции 
y = kx является прямая, проходящая через начало координат и точку (1; k). Доказательство этого факта приведено в Дополнении к главе 3. 
Учащиеся должны научиться строить прямую y = kx по двум точкам: (0; 0) и 
(1; k), твёрдо усвоить расположение прямой y = kx для k > 0 (I и III четверти) и для k < 0 (II и IV четверти). 

В классе с углублённым изучением математики следует обратить внимание на дополнительные задания, связанные с перпендикулярностью графиков y = kx и 
y = 
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 0). 
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 717-721, 724, 725, 741.

Решения и комментарии

352. а) Задана функция у = 1
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х. Точка (6; а) принадлежит графику этой функции. Найдите а.

б) Задана функция у = –2,7х. Точка (b; –3) принадлежит графику этой функции. Найдите b.
в) Точка (6; 4) принадлежит графику функции у = kх. Найдите k.
Решение. а) Так как точка (6; а) принадлежит прямой у = 1
[image: image8.wmf]3

1

х, то a = 1
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, т. е. a = 8.

б) Так как точка (b; –3) принадлежит прямой у = –2,7х, то –3 = –2,7b, откуда 
b = 
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г) Так как точка (6; 4) принадлежит прямой у = kх, то 4 = 6k, откуда k = 
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355. На рисунке 14 изображен график функции у = kх. Определите коэффи​циент k.

Рис. 14
Решение. а) Точка (1; 1) принадлежит прямой, следовательно, 1 = k(1, т. е. k = 1.
в) Точка (
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; 1) принадлежит прямой, следовательно, 1 = k(
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, т. е. k = 3.
г) Точка (–2; 1) принадлежит прямой, следовательно, 1 = k((–2), т. е. k = 
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Замечание. При решении задачи полезно предварительно определять знак угло​вого коэффициента. Например, в заданиях а) и б) прямая проходит через I и III координатные углы, поэтому k > 0, в задании в) прямая проходит через II и IV координатные углы, поэтому k < 0.
Учащиеся должны научиться определять знак коэффициента пропорциональ​ности k по данному графику функции у = kх. Это умение пригодится в дальнейшем.
Дополнительные задания
1.* В одной системе координат постройте графики функций:

а) y = 2x и y = –
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x;
б) y = –3x и y = 
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x;

в) y = 4x и y = –
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x;
г) y = –5x и y = 
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Определите угол между этими прямыми.

[image: image106.png]


Решение. а) I способ. На прямой y = 2x отметим точку A (1; 2), а на прямой 
y = –
[image: image19.wmf]2
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x — точку B (2; –1) (рис. 15). Пусть D и C — основания перпендикуляров, проведённых к оси Ox из точек A и C соответственно. Так как AD = OC = 2, 
OD = BC = 1, 
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ADO = 
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OCB = 90о, то 
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AOD = 
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OBC по двум сторонам и углу между ними. Из равенства треугольников следует, что 
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AOD = 
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OBC. А так как в прямоугольном треугольнике сумма острых углов равна 90о, то 
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AOB = 
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 AOD + 
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BOC = 
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OBC + 
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BOC = 90о,
что и требовалось доказать.
Рис. 15
II способ. Из курса геометрии известна формула расстояния между двумя точками: AB = 
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, где A (x1; y1), B (x2; y2). Для точек O (0; 0), A (1; 2), B (2; –1) вычислим расстояния: AB = 
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, OA = 
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, OB = 
[image: image34.wmf]5

. Так как AB2 = OA2 + OB2, то по теореме, обратной теореме Пифагора, 
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AOB = 90о, что и требовалось доказать.
2.* Докажите, что прямые y = kx и y = –
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 0) перпендикулярны.
Доказательство. Рассмотрим точки O (0; 0), A (1; k) на прямой y = kx, B (k; –1) 
на прямой y = –
[image: image38.wmf]k
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x. Пользуясь формулой расстояния между двумя точками: 
AB = 
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, где A (x1; y1), B (x2; y2), вычислим расстояния: 
AB = 
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, OA = 
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. Так как AB2 = OA2 + OB2, то по теореме, обратной теореме Пифагора, 
[image: image46.wmf]Ð

AOB = 90о, что и требовалось доказать.
Замечание. Для решения задачи в общем виде удобнее применить второй способ доказательства предыдущей задачи, так как в этом случае не требуется обсуждать различное положение точек A и B при k > 0 и при k < 0.
6.3. Линейная функция и её график

В данном пункте сначала введено понятие линейной функции, как функции, заданной формулой y = kx + b. Затем на примере функции y = 2x + 4 показано, что её график можно получить параллельным переносом графика функции y = 2x на 4 единицы вверх. Учащиеся должны усвоить, что график функции y = kx + b можно построить по двум точкам или при помощи параллельного переноса графика функции y = kx на |b| единиц вверх (если b > 0) или вниз (если b < 0).
Необязательным для освоения всеми учащимися является способ построения графика функции y = 2(x + 2) при помощи параллельного переноса прямой y = 2x на 2 единицы влево. Но эта идея будет использована при изучении других функций, поэтому с нею можно ознакомить всех учащихся.

Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 726–732.

Решения и комментарии

373. а) Задана функция у = –4х + 3. Точка (1; а) принадлежит графику этой функции. Найдите а.

б) Задана функция у = 12х – 1. Точка (b; –3) принадлежит графику этой функции. Найдите b.
в) Определите угловой коэффициент k функции у = kх + 1, если точка A (2; 5) принадлежит её графику. 
Решение. а) Так как точка (1; а) принадлежит прямой у = –4х + 3, то a =
= –4(1 + 3 = –1.

б) Так как точка (b; –3) принадлежит прямой у = 12х – 1, то 12b – 1 = –3, откуда b = –
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в) Так как точка (2; 5) принадлежит прямой у = kх + 1, то 5 = 2k + 1, откуда k = 2.
374. Точки А (х1; у1) и В (х2; y2) принадлежат графику функции у = kх + b. Выразите угловой коэффициент k через х1, х2, у1, y2, если известно, что х1 
[image: image48.wmf]¹

 х2.
Решение. Пусть заданы, но пока не известны, числа k и b. Подставив в формулу у = kх + b вместо x число х1, а вместо y число у1, получим верное числовое равенство у1 = kх1 + b. Аналогично получим верное числовое равенство у2 = kх2 + b.
Чтобы найти неизвестные числа k и b, решим систему двух уравнений у1 = kх1 + b и у2 = kх2 + b с неизвестными k и b. Получим: k = 
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№№ 375 и 374 надо поменять местами.
375. а) Точки А (6; 5) и B (12; 11) принадлежат графику функции у = kх + b. Определите угловой коэффициент k.
Решение. Пусть заданы, но пока не известны, числа k и b. Подставив в формулу у = kх + b вместо x число 6, а вместо y число 5, получим верное числовое равенство 5 = 6k + b. Аналогично получим верное числовое равенство 11 = 12k + b. 
Чтобы найти неизвестные числа k и b, решим систему двух уравнений 6k + b = 5 и 12k + b = 11 с неизвестными k и b. Получим: k = 1 и b = –1.

376. Какой из графиков, приведенных на рисунке 16, является графиком функции:
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а) у = 2х – 1; 
б) у = –х + 3;
в) у = 5; 

г) у = 4х; 
д) у = х + 2; 
е) у = –х?
Рис. 16
Решение. При решении задачи учащиеся должны соотнести, то есть устано​вить соответствие объектов: формул, которыми заданы функции и графиков функций. Похожую форму заданий используют в ГИА-9.

а) График функции у = 2х – 1 проходит через точки (0; –1) и (1; 1) (рис. 16, г). 

б) График функции у = –х + 3 проходит через точки (0; 3) и (3; 0) (рис. 16, в).
в) График функции у = 5 — прямая, параллельная оси Ox (рис. 16, б). 

г) График функции у = 4х проходит через точки (0; 0) и (1; 4) (рис. 16, е). 
д) График функции у = х + 2 проходит через точки (0; 2) и (–2; 0) (рис. 16, д). 
е) График функции у = –х проходит через точки (0; 0) и (1; –1) (рис. 16, а).
377. На рисунке 17 изображены прямые а, b, c и d. Какой формулой задана каждая из них?
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Решение. Для каждой прямой можно найти координаты двух точек и повторить рассуждения из задания 375. Но сначала проще найти ординату точки пересечения прямой с осью Oy — это значение свободного члена b в формуле у = kх + b. 
а) Прямая a проходит через точки (0; 1) и 
(–1; 0). Решив систему уравнений 
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получим b = 1, k = 1, следовательно, прямая задаётся уравнением у = х + 1.
Рис. 17
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Аналогично рассуждая, получим ответы в других заданиях. Для прямой b: 
у = 0,5х + 5, для прямой c: у = –х + 7, для прямой d: у = –2х + 3.
Дополнительное задание
1. ГИА. Графика какой из перечисленных функции нет на рисунке 18?
1) у = х – 2
2) у = 
[image: image52.wmf]3
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х – 2
3) у = 
[image: image53.wmf]3
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х + 2
4) у = 2 – х
Решение. 1) Прямая у = х – 2 проходит через точки (0; –2) и (2; 0) — такая прямая на рисунке есть. 
Рис. 18
2) Прямая у =
[image: image54.wmf]3
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х – 2 проходит через точки (0; –2) и (3; 0) — такой прямой нет.

3) Прямая у = 
[image: image55.wmf]3
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х + 2 проходит через точки (0; 2) и (3; 3) — такая прямая есть. 
4) Прямая у = 2 – х проходит через точки (0; 2) и (2; 0) — такая прямая есть.

Ответ. На рисунке нет прямой 2).

Промежуточный контроль. С–15. 
6.4. Равномерное движение
В данном пункте на двух примерах рассмотрены графики равномерного движения точки. Главный вывод, к которому надо подвести учащихся, что график движения точки на заданном промежутке времени — отрезок. С графиком движения, заданным ломаной линией учащиеся уже встречались в п.1.6. Теперь к дополнительному заданию 2 из п. 1.6 можно вернуться при изучении «кусочного» способа задания функции — на каждом отрезке значений x функция задаётся своей формулой (см. Дополнительное задание 1).
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 733–740.

Решения и комментарии

382. На рисунке 19 изображён график движения точки. Менялась ли координата точки в промежуток времени от 0 до 3? В какой момент времени началось движение точки и с какой скоростью?
Решение. Координата s точки в промежуток времени от 0 до 3 не менялась, она оставалась равной нулю. В момент времени t = 3 началось движение точки со скоростью 2 м/с, так как приращению времени t = 4 – 3 = 1 (с) соответствует приращение координаты s = 2 – 0 = 2 (м). Теперь найдём скорость: 2:1 с = 2 (м/с).

383. Функция, задающая зависимость координаты s в от времени t, выражена формулой 
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(t) = 
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Рис. 19
Рис. 20
Ей соответствует график, изображённый на рисунке 19. Напишите формулу, которой задаётся функция s (t), график которой изображен на рисунке 20.
Решение. На промежутке 0 
[image: image57.wmf]£

 t < 2 координата s не изменяется: s = 0, а на промежутке t 
[image: image58.wmf]³

 2 координата s меняется по закону s = 3t – 6 (так как точки (2; 0) и (3; 3) принадлежат графику функции s = kt + b, то k = 3, b = –6). Формула зависимости s (t) имеет вид:
s(t) = 
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384. Напишите формулу зависимости s (t), график которой изображён на рисунке 21. 
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Рис. 21

Решение. а) Так как точки (0; 5) и (5; 0) принадлежат графику функции 
s = kt + b, то k = –1, b = 5, т. е. s = –t + 5.

б) Способ решения тот же, что и в задании 383. Формула зависимости s (t) имеет вид:

s(t) = 
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6.5. Функция у = |х| и её график
В данном пункте вводится функция у = |х|, сформулированы её свойства и построен её график. Построение графика функции у = |х – x0| + y0 выделено в учебнике как необязательный материал. В данном пункте подробно разобраны приёмы построения графика этой функции для всех характерных случаев: параллельный перенос вверх-вниз, вправо-влево, последовательное выполнение этих переносов.
Этот материал можно не требовать от всех учащихся в обычном классе, но показать перенос графика функции у = |х| полезно всем, так как тот же приём будет использован при параллельном переносе параболы, а затем и гиперболы, к чему и готовит материал данного пункта.
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В классе с углублённым изучением математики можно использовать примеры 1-6 из учебного текста и задания 480–482 (а, б) из Дополнения к главе 2.

Решения и комментарии

482. а) Постройте график функции у = |х| + х.
Решение. Если х 
[image: image61.wmf]³

 0, то |х| = х и функция задаётся формулой у = 2х.
Если х < 0, то |х| = –х и функция задаётся формулой у = 0.

График функции у = |х| + х изображён на рисунке 22.
Рис. 22

Дополнительное задание

1. Постройте график функции:
а) у = 
[image: image62.wmf]1
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б) у = 
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в) у = 
[image: image64.wmf]1
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г) у = 
[image: image65.wmf]|
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Решение. а) Отметим, что при x = 1 и при x = –1 функция не определена. Построим график функции на каждом из промежутков: x < –1, –1 < x < 1 и x > 1.

Если x < –1, то |х – 1| = –(х – 1), |х + 1| = –(х + 1) и 
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поэтому функция задаётся формулой [image: image113.png]B)
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у = –2.
Если –1 < х < 1, то |х – 1| = –(х – 1), |х + 1| = х + 1 и 
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 = –1 + 1= 0,
поэтому функция задаётся формулой у = 0.
Если x > 1, то |х – 1| = х – 1, |х + 1| = х + 1 и
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 = 1 + 1 = 2,
поэтому функция задаётся формулой у = 2.
Рис. 23
График функции у = 
[image: image72.wmf]1
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 изображён на рисунке 23.
Промежуточный контроль. Т–6.
6.6. Функции у = [х] и у = {х}

В данном пункте введено понятие целой и дробной части числа, построены графики функций у = [х] и у = {х}. Отметим, что функция у = {х} является первой функцией, отличной от константы, значения которой периодически повторяется. Это свойство функции полезно обсудить, использовать при построении графиков, но здесь понятие периодической функции вводить ещё рано. 
Отметим, что равенство x = [х] + {х} справедливо для любого x. 
Покажем, как из равенства [х] + {y} = –3,13 можно определить [х] и {y}. 
Так как [х] 
[image: image73.wmf]Î

 Z, а {y} 
[image: image74.wmf]Î

 [0;1), то [х] = –4, {y} = 0,87. 
Решения и комментарии

394. Постройте график функции:

а) у = 2[х];
г) у = 
[image: image75.wmf]ú
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;
ж) у = –3{х};

к) у = 
[image: image76.wmf]þ
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x

;
о) у = [х] – {х};
п) у = {х}2.

Решение. а) Для каждого значения аргумента x такого, что n 
[image: image77.wmf]£

 x < n + 1, где n — целое число, [х] = n. Если n умножить на 2, то получится соответствующее значение функции у = 2[х]. График функции у = 2[х] изображён на рисунке 24, а.
г) Для каждого значения аргумента x такого, что 2n 
[image: image78.wmf]£

 x < 2n + 2, где n — целое число, 
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 = n. График функции у = 
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 изображён на рисунке 24, б.
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     Рис. 24

ж) Для каждого значения аргумента x такого, что n 
[image: image81.wmf]£

 x < n + 1, где n — целое число, значение функции у = –3{х} получим умножением на –3 соответ​ствующего значения функции у = {х}. График функции у = –3{х} изображён на рисунке 25, а.
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к) Для каждого значения аргумента x такого, что 0 
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 x < 2 верно неравенство 
0 
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. На промежутке [0; 2) график функции y = 
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 совпадает с графиком функции y = 
[image: image88.wmf]2

x

. Если значения аргумента отличаются на чётное целое число, то соответствующие им значения функции y = 
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 совпадают. График функции у = 
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 изображён на рисунке 25, б.

Рис. 25
[image: image116.png]7}




о) В одной системе координат построим графики функции у = [х] и у = –{х} (рис. 26, а). Для каждого значения аргумента x сложим соответствующие значения функций, получим значение функции у = [х] – {х} (рис. 26, б).
Рис. 26
[image: image117.png]


п) На промежутке 0 
[image: image91.wmf]£

 x < 1 верно равенство {х} = х, поэтому верно равенство {х}2 = х2. Следовательно, график функции 
у = {х}2 на этом промежутке совпадает с графиком функции у = х2. Если значения аргумента отличаются на целое число, то соответствующие им значения функции 
у = {х}2 совпадают. График функции 
у = {х}2 изображён на рисунке 27.
Рис. 27
395. Решите уравнение:

б) х = [х] – {х};
в) [х]2 – {х}2 = 3,75.

Решение. б) Перепишем уравнение в виде

[х] + {х} = [х] – {х}.

Теперь очевидно, что {х} = 0, следовательно, х — любое целое число.

в) Перепишем уравнение в виде

[х]2 = {х}2 + 3,75.

Так как {x} 
[image: image92.wmf]Î

 [0;1), то {x}2 
[image: image93.wmf]Î

 [0;1), а [х]2 — целое число, поэтому {x}2 = 0,25, {x} = 0,5. Тогда [х]2 = 4, следовательно, [х] = –2 или [х] = 2. 
Итак, или х = [х] + {х} = –2 + 0,5 = –1,5 или х = [х] + {х} = 2 + 0,5 = 2,5.

396. Решите систему уравнений:

а) 
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б) 
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в) 
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Решение. а) Как отмечалось выше, из первого уравнения системы следует, что 
[х] = –4, {y} = 0,87. Аналогично из второго уравнения следует что [y] = 3, {x} = 0,5. Следовательно, х = [х] + {х} = –4 + 0,5 = –3,5, y = [y] + {y} = 3 + 0,87 = 3,87.

б) Перепишем систему уравнений в виде
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Так как [х] и [y] — целые числа, то {х} = 0,1. Подставив это число во второе уравнение системы, получим, что y = [y] + {y} = –5,7. Следовательно, [y] = –6. Подставив {х} = 0,1 и [y] = –6 в первое уравнение системы, получим, что [х] = 12. Тогда х = [х] + {х} = 12 + 0,1 = 12,1. Следовательно, (12,1; –5,7) — решение системы.
в) Оставив без изменения второе и третье уравнения системы и заменив первое уравнение суммой первого уравнения, умноженного на –1, второго и третьего уравнений, получим систему:
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Из первого уравнения системы получим: [y] + {x} = 3,25, откуда следует, что 
[y] = 3, {x} = 0,25.
Используя эти результаты, из второго и третьего уравнений системы получим:
[z] + {y} = –2,5, откуда следует, что [z] = –3, {y} = 0,5;
[x] + {z} = 1,7, откуда следует, что [x] = 1, {z} = 0,7.
Теперь найдём х, y, z: 

х = [х] + {х} = 1,25, y = [y] + {y} = 3,5, z = [z] + {z} = –2,3.
Итак, найдено единственное решение системы: (1,25; 3,5; –2,3).
Ответ. а) (–3,5; 3,87); б) (12,1; –5,7); в) (1,25; 3,5; –2,3).
397. Некто измерил длину и ширину прямоугольника. Он умножил целую часть длины на целую часть ширины и получил 48; умножил целую часть длины на дробную часть ширины и получил 3,2; умножил дробную часть длины на целую часть ширины и получил 1,5. Определите площадь прямоугольника.
Решение. Пусть x — длина прямоугольника, y — ширина прямоугольника. Составим систему:


[image: image99.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

=

×

=

×

.

5

,

1

]

[

}

{

,

2

,

3

}

{

]

[

,

48

]

[

]

[

y

x

y

x

y

x



[image: image100.wmf])
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Решение. Площадь S прямоугольника вычислим следующим образом:
S = xy = ([х] + {х})([y] + {y}) = [х][y] + {х}[y] + [х]{y} + {х}{y} =

= 48 + 3,2 + 1,5 + {х}{y} = 52,8 + {х}{y}.

Осталось найти произведение {х}{y}.

Из уравнения (1) получим: 

[y] = 
[image: image101.wmf]]
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 ([х] 
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 0, так как [х][y] = 48).
(4)
Из уравнения (2) получим: 

[x] = 
[image: image103.wmf]}
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 ({y} 
[image: image104.wmf]¹

 0, так как [х]{y} = 3,2).
(5)
Тогда, подставив [x] = 
[image: image105.wmf]}
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 в уравнение (4), получим, что [y] = 15{y}. 
Подставив 15{y} в уравнение (3) вместо [y], получим:


15{х}{y} = 1,5,

откуда следует, что {х}{y} = 0,1.
Теперь найдём площадь прямоугольника S = 52,8 + {х}{y} = 52,8 + 0,1 = 52,9.
Ответ. 52,9.
Замечание. В задаче не требовалось найти x и y, но можно подобрать такую пару чисел x = 8,25 и y = 6,4, которая действительно является решением системы. 

Промежуточный контроль. С–16. 
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